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序 官 


图 论 是 一 门 古老 的 但 又 是 自前 十 分 活跃 的 数学 分 支 , 它 的 应 
用 已 经 渗透 到 许多 学 科 领 域 。 本 书 侧重 于 图 论 在 电网 络 分 析 中 的 
应 用 , 但 也 简略 地 涉及 某 些 其 他 网 络 问题 。 

第 一 章 介 绍 图 论 的 一 些 基 本 氢 念 和 定义 ,对 电路 理论 中 常用 
的 回路 、 树 、 割 集 等 摄 念 作 了 比较 详细 的 解释 。 第 二 章 介 绍 图 的 
矩阵 表示 , 对 关联 矩阵 ,回路 矩阵 , 制 集 信 阵 的 有 关 重 要 性 质 及 定 
理 作 了 推导 和 证 明 。 第 三 章 首先 讨论 了 电网 络 的 独立 变量 , 然后 
介绍 网 络 方程 (包括 状态 方程 ) 的 编写 , 对 部 分 拓扑 公式 ( 即 属于 那 
些 不 包含 互感 和 受 控 电 源 的 电路 的 ) 作 了 介绍 ,并 且 讨 论 了 网 络 行 
列 式 的 不 变性 问题 。 这 三 章 主要 是 介绍 与 电路 理论 密切 相关 的 图 
的 基础 知识 , 其 中 某 些 问 题 的 讨论 可 能 比 之 一 般 电 路 教科 书 中 所 
涉及 到 的 要 略 深 入 一 些 。 第 四 章 拔 要 地 介绍 Mason 的 信和 号 流 图 和 
Coates 流 图 。 第 五 窜 则 对 网 络 的 流 ,运输 网 络 、 通 讯 网 络 和 景 短 
路 径 等 问题 作 了 简短 的 叙述 。 书 中 包括 这 两 章 内 容 的 主要 目的 是 
为 了 说 明 图 论 应 用 的 广泛 性 。 

本 书 可 作为 高 等 工科 院 校 教师 参考 用 , 也 可 作为 研究 生 、 高 年 
级 学 生 和 工程 技术 人 员 的 参考 读物 。 阅 读本 书 需 要 一 定 的 电路 理 
论 知 识 和 数学 基础 。 

限于 编者 的 水 平 , 书 中 有 不 妥 和 错误 的 地 方 望 读者 指正 。 

编 者 
于 西安 交通 大 学 , 1978 年 10 月 。 
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第 一 章 基本 概念 


81-1 引 宣 
图 论 是 数学 家 欧 拉 所 创始 的 。1736 年 欧 拉 解决 了 当时 颇 为 
闻名 的 一 个 难题 , 即 肯 尼 希 堡 城 的 七 桥 问题 。 这 个 城镇 的 莹 雷 格 
尔 河中 有 二 个 小 岛 , 共有 七 座 桥 与 两 岸 以 及 彼此 连通 , 如 图 1-1 所 
示 。 问 题 是 ; 从 陆地 或 岛 上 任 一 地 方 开始 , 能 否 通过 每 座 桥 一 次 且 
仅仅 一 次 就 能 回 到 原 地 。 不 难 发 现 , 无 论 如 何 这 是 数 不 到 的 。 欧 


-Sac (> 
当局 性 对 记 \ 


图 1-1 . 肯 尼 希 堡 的 七 座 枚 图 1-2 表示 七 桥 问 题 的 图 
拉 把 这 个 难 古 化 成 了 一 个 数学 问题 , 他 用 一 个 顶点 表示 一 个 陆地 
区 域 , 用 联接 相应 顶点 的 线段 表示 各 座 桥 , 这 样 就 得 出 了 图 1-2 所 
示 的 一 个 图 。 于 是 ,这 个 问题 就 变 为 : 在 这 个 图 中 , 是 否 可 能 连续 沿 
着 各 线段 , 从 某 一 娩 点 出 发 只 经 过 各 线段 一 次 且 仅仅 一 次 而 又 回 
到 出 发 点 , 即 是 否 存在 一 条 “单行 曲线 "。 欧 拉 得 出 了 一 般 结 论 , 即 
存在 单行 曲线 的 必要 和 充分 条 件 是 : 奇 次 顶点 (所 谓 奇 次 顶点 是 联 
接 于 顶点 的 线段 数 为 奇数 ) 的 数目 是 零 。 显 然 , 图 1-2 的 图 不 满足 
此 条 件 。 
基 尔 替 夫 运用 图 论 解决 了 电路 理论 中 求解 联 立方 程 的 问题 ， 
他 引进 了 “ 树 " 的 概念 。 可 异 的 是 他 的 发 现 超 越 了 时 代 而 长 期 未 被 
i 


午 视 。 饥 菜 (Cayley) 运用 图 论 研 究 了 有 机 化 学 的 分 子 结构 问题 。 
星期 图 论 与 “数学 游戏 ”发 生 密切 联 f 


系 , 如 哈密 尔 由 的 周游 世界 问题 , 他 用 
一 个 十 二 面体 (具有 12 个 五 边 形 的 面 XC 
和 20 个 顶点 )》 的 顶点 表示 世界 上 的 Se 


20 个 大 城市 ( 见 图 1-3)， 提 出 的 问题 


7 
是 要 求 沿 十 二 面体 的 边 ， 走 过 每 个 城 ead 


市 一 次 且 仅 一 次 ， 最 后 仍 回 到 原 出 发 1 和 
点 。 图 1-3 中 所 示 的 a.6…s,t,.g 示 ”图 1-3 局 游 世界 的 闭合 旅途 
出 了 这 样 的 一 个 旅途 。 


“四 色 问 题 "或 “四 色 猜 想 " 是 图 论 , 也 可 以 说 是 数学 中 的 一 个 
著名 难 是 。 一 张 画 在 平面 上 或 球面 上 的 地 图 , 相 邻 的 国家 如 果 涂 
以 不 局 的 颜色 , 只 用 四 种 颜色 是 否 足够 ?( 这 里 相 邻 的 国家 是 指 具 
有 共同 边界 的 国家 ， 如 果 只 在 一 点 相连 接 ， 则 不 算是 相 邻 的 。) 这 
个 问题 大 约 只 要 化 几 分 钟 时 间 就 可 以 把 它 向 任何 一 个 不 懂 数 学 的 
人 交待 清楚 ,但 是 数学 家 化 了 一 个 多 世纪 的 时 间 始 终 没 有 彻底 解 
决 ;直至 景 近 (1976 年 ) 才 有 人 利用 电子 计算 机 , 据说 化 费 了 大 
约 1200 小 时 的 计算 时 间 , 证 明了 这 个 狂想 是 正确 的 ,他 们 的 证 明 
中 含有 近 100 亿 个 逻辑 判定 。 这 个 证 明 并 不 理想 ,但 总 算 解 决 了 
这 个 难题 ,但 是 证 明 能 否 化 简 , 是 否 不 用 计算 机 也 能 证 明 , 尚 待 进 
一 步 研 究 。 不 过 在 企图 解决 这 个 难题 的 长 过 程 中 , 发 展 了 图 论 的 
许多 方面 。 

二 七 世纪 后 , 图 论 的 应 用 涂 透 到 许多 学 科 领 域 , 如 物理 学 ,化 
学 ,信息 论 ,控制 论 ,运筹 学 , 博 严 论 ,运输 网 络 , 通 讯 网 络 ,计算 机 


® EK.Appel,W.Haken,]T.Koch 三 氏 ,。 W“The Four-Color Conjecture: 
A Computer-Aided Proof", Science, Vol 193(13, Aug.1976), p364, 565 记载 
报道 。 
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网 络 ,社会 学 经 济 学 .生物 学 ,语义 学 以 及 集合 论 、 矩 阵 论 等 等 .从 
50 年 代 后 , 图 论 在 电路 理论 中 也 日 益 获 得 重视 , 在 网 络 分 析 、 网 络 
综合 ,多 端 网 络 和 多 端口 网 络 、 计 算 机 辅助 设计 ,大 型 网 络 的 分 析 
研究 等 方面 都 占有 一 定 的 地 位 , 其 他 还 可 包括 信号 流 图 和 流 图 、 开 
关 网 络 \ 时 序 网络 等 。 可 见 ,图 论 是 一 门 很 活跃 的 数学 分 支 。 

本 书 的 范围 则 较 狭 ,只 涉及 图 论 在 电网 络 分 析 以 及 其 他 某 些 
方面 的 应 用 。 

本 章 介 绍 有 关 图 论 的 基本 概念 和 一 系列 定义 。 可 异 的 是 图 论 
的 术语 很 不 统一 , 几乎 各 个 作者 都 有 他 自己 的 一 套 说 小 , 看 来 一 时 
也 不 会 统一 起 来 。 本 书 在 第 一 童 采 用 图 论 中 常用 的 名 称 , 第 二 ,三 
章 则 采用 电路 理论 中 常用 的 名 称 , 这 样 做 主要 是 为 了 便于 氢 述 ,其 
实 差别 不 甚大 , 稍 加 注意 ,不 会 造成 任何 困难 。 


S$1l-2 名 

本 书 所 涉及 到 的 图 (Graph) 与 通常 人 们 在 解析 几何 或 函数 论 
中 所 熟知 的 图 是 很 不 相同 的 。 从 直觉 上 来 涪 , 一 个 图 是 一 些 点 的 
集合 和 一 些 线段 的 集合 ,其 中 每 一 线 自 联接 在 两 个 不 同 的 点 (或 一 
个 相同 的 点 ) 上 。 这 些 点 称 为 顶点 或 节点 , 还 有 其 他 名称, 例如， 
点 ,0- 单 形 .0 胞 ,元 等 。 这 些 线段 称 为 边 或 支 路 , 还 有 其 他 名 称 ， 
例如 , 弧 ,1- 单 形 , 元 等 。 

通常 ,可 以 把 一 个 图 画 在 平面 上 ， 
顶点 集合 用 平面 上 的 一 些 点 来 表示 ， 
联接 在 顶点 上 的 边 或 支 路 则 用 连续 线 
良 〈 可 以 是 曲线 或 直线 ) 来 表示 。 例 
如 ,在 图 1-4 所 未 的 一 个 图 中 , 顶点 的 图 1-4 一 个 图 
集合 为 了 = (d 5, co)@, 边 的 集合 为 吾 =(1,2,3,4,5,6,7,8)。 边 

外 有 关 和 集合 的 符号 将 在 下 一 节 介 绍 。 


1 联接 顶点 a 和 5, 我 们 说 , 边 1 与 顶点 a 和 b 有 关联 ,或 者 说 , 顶 
点 .5 与 边 1 有 关联 。 边 1,2,3 都 联接 在 顶点 a。 和 5 上， 这些 边 
称 为 “并 行 的 "， 具 有 并 行 边 的 图 有 时 称 为 多 蛋 图 。 与 边 8 所 关联 
的 只 有 一 个 顶点 , 这 种 边 称 为 自 环 。 

一 般 说 来 , 在 画 一 个 图 时 , 顶点 的 位 置 并 不 重要 ,关键 的 是 顶 
点 与 边 是 如 何 联 接 的 。 另 外 , 各 边 除了 它们 所 联接 的 顶点 以 外 , 并 
没有 其 他 任何 公共 点 。 

上 面 所 介绍 的 图 ,有 时 称 为 几何 图 。 所 以 ,一 个 (几何 ) 图 G 可 
以 定义 为 :图 @ 是 满足 下 列 条 件 的 一 些 顶点 和 边 的 一 个 集合 , 这 
些 条 件 是 : (1) 每 一 条 边 恰 好 联接 在 两 个 (或 一 个 ) 顶 点 上 ; (2) 除 了 
顶点 以 外 , 边 没有 任何 公共 点 。 

电路 理论 所 依据 的 基 尔 付 尖 电流 定律 和 电压 定律 只 与 电路 的 
拓扑 性 质 有 关 , 或 者 说 , 只 决定 于 电路 的 联接 性 质 ,而 与 各 个 支 路 
所 含 元 件 内 容 无 区 。 因 此 任何 具体 电路 都 可 以 抽象 为 一 个 图 , 如 
图 1-5 所 示 , 其 中 图 TI-58 就 是 1-5a 所 示 电 路 的 一 个 图 , 电路 的 每 
一 条 具体 支 路 ,用 一 条 相应 的 边 来 代 移 。 


(oa) (8) 
图 1-5 电路 的 图 


不 难 理解 , 图 还 可 以 用 来 表示 许多 其 他 结构 , 例如 一 个 公路 系 
统 , 如 果 忽 视 道路 的 宽度 而 用 边 来 表示 各 道路 , 并 把 各 道路 的 交叉 
点 当 作 顶 点 , 那 末 这 个 系统 就 可 以 抽象 为 一 个 图 。 前面 的 图 1-2 
又 是 一 个 例子 。 后 面 还 将 举 出 许多 例子 。 
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二 面 介绍 了 儿 何 图 , 但 是 图 的 最 本 质 的 内 容 则 是 一 种 二 元 关 
系 ,或 者 说 任 一 条 边 有 两 个 顶点 与 它 发 生 联 系 , 至 于 顶点 和 边 是 否 
用 平面 上 的 几何 虚 和 线 来 表示 则 完全 是 不 必要 的 。 换 言 之 ， 图 的 
定义 还 可 以 进一步 抽象 化 , 下 一 节 将 介绍 抽象 图 的 概念 。 


8l-3 抽象 图 

为 了 一 些 定义 和 叙述 的 需要 , 将 用 到 与 集合 论 有 关 的 符 导 和 
概念 。 这 些 符号 不 仅 可 以 使 思维 简捷 , 而 且 形 成 了 一 种 易于 掌握 
的 和 有 效 的 工具 。 下 面 简要 地 作 一 些 说 明 , 对 于 熟悉 的 读者 , 主要 
是 了 解 一 下 以 后 所 用 的 符号 ， 不 熟悉 的 读者 只 融化 费 不 多 时 间 ， 
就 可 以 掌握 。 

将 用 大 写 拉丁 字母 , 如 4.B.G,X 等 来 表示 集合 , 集合 的 点 或 
元 素 则 用 小 写 拉 丁字 母 .8.z( 有 时 , 只 要 含义 明确 , 也 用 数字 ) 等 
来 表示 。 集 含 4, 其 元 素 为 4.5,0,d 则 记 为 (a, 6,6,4)。 .有 时, 属 
于 一 个 集合 的 各 个 元 素 ， 其 本 身 也 是 一 个 集合 ， 这 样 就 有 一 族 集 
合 。 这 种 情况 下 , 这 些 元 素 将 用 大 写字 母 来 表示 。“ 没 有 元 素 ” 的 
总 集 , 称 为 空 集 , 记 为 $。 

设 4 和 B 是 已 知 的 两 个 集合 。 当 a 是 集合 4 的 元 素 时 ,就 记 
为 aE4,6 不 是 4 的 元 素 时 , 记 为 a44. 如 果 4 包 含 于 BB 内, 即 4 
芍 每 一 元 素 都 是 B 的 元 素 , 则 和 4 是 BB 的 子 集 , 记 为 4CB。 当 4CC 
B, 且 BC4, 则 4 等 于 B， 记 为 4=B。 车 4 不 等 于 B， 则 记 为 4 
二 B。 如 果 4 己 B 且 4 二 B，4 就 真正 包含 于 BB 内 ， 这 时 4 称 为 BB 
的 真子 集 , 记 为 4 一 CB。 

同时 属于 4 和 B 的 那些 元 素 所 成 的 集合 称 为 4 与 召 的 交集 ， 
记 为 4 站 B, 见 图 1-6a。 属 于 4 或 属于 马 或 同时 属于 二 者 的 那些 
元 素 的 集合 , 称 为 4 与 的 合集 , 记 为 4UB, 见 图 1-65。 属 于 4 
但 不 属于 召 的 那些 元 素 的 集合 , 称 为 4 中 B 的 余 集 , 记 为 4 一 B， 

+ 3» 


见 图 1-6e。 


图 1-8 交集 ,合集 , 序 积 等 

由 aE4 与 BEB 所 组 成 的 有 序 元 素 偶 (a,3) 构成 的 集合 ( 见 图 
1-6d) 称 为 4 与 妃 的 有 序 积 , 记 为 4x 五 。 一 个 集合 仿 与 它 自身 的 
有 序 积 SxS 将 是 有 序 元 素 偶 (s, i) 构 成 的 集合 , 其 中 sES，tES。 
除了 s = 以 外 , 《8,4) 与 (1,8) 显 然 是 不 同 的 。 如 果 用 [s, 让 记 集 
含 人 的 无 序 元 素 偶 ， 而 全 部 无 序 元 素 偶 的 集合 记 为 S&S, 那么 后 
者 将 称 为 8 与 它 自 身 的 无 序 积 。 这 里 [6, 相 与 Lt, 8. 将 表示 同一 
元 素 偶 , 且 公 许 * 一 如 

给 定 两 个 集合 了 和 了 , 又 给 定 一 个 现 律 0, 使 每 一 元 素 xEX 
值 对 应 于 了 的 一 个 确定 元 素 ( 或 子 集 ), 记 为 cz, 这 个 规律 叫做 和 
在 了 里 的 映射 ,或 称 为 定义 于 上 而 在 了 里 取 值 的 函数 。 

有 了 以 上 的 一 些 初步 知识 , 抽象 图 (下 面 仍 简称 为 图 ) 可 定义 
如 下 : 图 是 由 一 个 非 空 集合 VV 和 一 个 与 不 相交 的 集合 至 ( 召 可 
能 是 空 集 ), 以 及 一 个 百 在 V&F 里 的 映射 o 所 组 成 。 秋 每 的 
元 素 分 别称 为 图 的 顶 点 和 边 ， 而 0 则 称 为 与 此 图 有 关 的 关联 
喘 射 。 
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如 果 eE，v 和 w 为 那些 顶点 使 " (=[o， 2]， 则 边 e 
称 为 与 顶点 2 和 四 关联 ， 或 反之 。 其 余 的 预 点 就 认 为 与 e 无 关 
联 。 与 某 一 个 边关 联 的 顶点 称 为 该 边 的 端点 ， 而 且 认 为 它们 被 读 
边 所 联接 。 

这 样 ,一 个 图 8 可 用 G=(V, 思 ,o) 来 表示 , 或 者 当 关联 映射 
隐 含 对, 则 可 用 (F, 到 ) 来 表示 。 一 般 站 和 召 都 应 当 不 是 空 集 ;只 
有 某 些 特 殊 条 件 下 才 会 产生 殖 是 空 集 的 情况 。 

如 果 下 和 至 都 是 有 限 集合 , 则 8 称 为 有 限 图 ; 否则 就 称 为 无 
限 图 。 本 书 只 研究 有 限 图 。 

这 里 介绍 抽象 图 的 目的 , 不 仅 是 为 了 使 图 的 概念 脱 开 任 何 玫 
何 上 的 意义 ,主要 是 为 了 便于 理解 图 的 应 用 的 广泛 性 。 例 如 , 设 灰 
是 人 的 集合 , 边 表示 人 与 人 之 同 的 关系 (如 父子 关系 ), 那 末 亲族 关 
系 就 可 以 用 一 个 图 来 表示 。 当 然 , 这 个 抽象 图 仍然 可 以 用 几何 图 
来 表示 , 如 图 1-7 所 示 , 但 是 , 这 里 的 顶点 
和 边 对 于 措 述 人 与 人 之 间 的 关系 并 没有 任 
何 实质 的 几何 意义 。 不 过 ,通过 图 1-7 可 
以 更 形象 地 来 理解 这 些 关系 ， 所 以 只 要 有 
可 能 ， 总 是 用 几何 图 来 表示 一 个 抽象 图 。 

这 是 “图 "的 命名 的 由 来 , 同时 , 这 样 散 有 勒 
于 我 们 理解 图 的 许多 有 关 性 质 。 图 1-7 表示 亲族 关系 的 久 

其 他 例子 很 多 ; 例如 , 走 棋 的 规律 ,一 个 工程 的 工序 及 其 执行 ， 
语法 上 的 关系 ， 军 事 部 门 中 指挥 员 和 他 的 每 一 个 部 下 的 关系 ， 等 
等 ,都 可 以 用 抽象 图 来 描述 。 

上 面 提 到 了 抽象 图 用 几何 图 来 表示 的 问题 。 这 就 是 说 ,一 个 
抽象 图 与 一 个 相应 的 几何 图 具有 “ 同 构 ”的 性 质 。 同 构 性 (isomor- 
phism) 可 以 定义 如 下 : 如 果 图 G 一 (F, 吾 ) 和 他 =(7 ,大 ) 的 了 和 
WV 及 训 和 要 之 间 在 保持 关联 性 质 的 条 件 下 为 一 一 对 应 , 则 如 和 
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G 称 为 同 构 。 换 言 之 ， 当 且 仅 当 图 G' 中 的 相应 边 e 和 顶点 * 关 
联 , 则 图 G 中 的 边 。 和 顶点? 关联 。 如 果 抽 象 图 好 与 几何 图 9 同 
构 , 出 G 称 为 @ 的 “几何 实现 "。 显然, 几何 图 彼此 之 间 世 可 以 具 
有 同 构 性 。 

今后 , 我 们 所 研究 的 主要 将 是 几何 图 , 且 简 称 之 为 图 。 

和 如果 把 一 个 图 G 的 顶点 和 边 标 以 适当 的 号 码 ( 或 字母 ), 则 GG 
称 为 标号 图 。 今 后 , 讨论 的 主要 是 标号 图 , 至 于 是 否 具体 标号 则 视 
情况 而 定 。 为 了 便于 区 分 起 见 , 顶点 的 标号 在 图 示 中 有 时 将 带 有 
一 个 小 圆圈 。 图 1-89 为 一 标号 图 G, 图 1-85 则 为 与 4 同 构 的 另 
一 个 图 FF。 这 两 个 图 表面 上 看 来 截然 不 同 , 但 不 难说 明 它们 是 同 
构 的 。 如 以 了 = (@, @, @, @@, @, 轿 ) 表示 G 的 顶点 集合 ，V' 二 
(@, @, @, @, @, @) 表 示 G' 的 顶点 集合 ， 则 容易 看 出 这 两 个 图 
的 对 应 边 与 对 应 顶点 关联 , 就 是 说 , 关联 性 质 被 保持 。 
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(a) (5) 
1-8 ”局 构 的 标号 图 


81-4 描述 团 的 局 部 结构 的 术语 
为 了 说 明 一 个 图 的 结构 竺 点 ,引进 下 列 一 些 术 语 , 某 些 在 前 面 
已 引用 过 。 
当 一 条 边 。 与 两 个 顶点 2 各 有 关 联 ,z 和 名 称 为 。 的 端点 。 
为 了 叙述 方便 ,以 顶点 v 和 蕊 做 端点 的 边 记 为 6 三 [5, 思 ] 。 如 果 5 
==w, 则 9 是 。 的 唯一 端点 ,。 称 为 自 环 。 如 果 两 条 边 el 和 ss 与 顶 
» 8+ 


点 9 多 关联 , 即 el 一 few] 和 ez 一 [oz], 则 el 和 ez 称 为 并 行 边 。 
两 个 自 环 与 同一 顶点 关联 也 称 为 并 行 边 。 前 已 指出 ， 如 果 图 中 存 
在 并 行 边 , 则 称 此 图 为 多 重 的 。 

如 果 顶 点 v 和 名 之 间 至 少 存在 一 条 边 e， 则 v 和 岂 称 为 相 邻 
的 顶点 。 同样 ,如 果 两 条 边 el 和 es 至 少 有 一 个 共同 的 顶点 ， 则 61 
和 es 称 为 相 邻 的 边 。 注 意 , 相 邻 的 性 质 是 指 相同 元 素 ( 边 或 顶点 ) 
之 闻 的 关系 , 而 关联 性 质 则 指 不 同 元 素 之 问 的 关 共 。 

与 一 个 顶点 ”关联 的 边 的 数目 称 为 "的 次 数 ( 若 ” 上 有 一 个 
自 环 , 则 作为 2 计算 ), 记 为 &y)。 如 果 Go)=0, 即 没有 任何 边 与 
9 关联 , 顶点 ” 称 为 孤立 点 。 如 果 一 个 图 的 全 部 了 预 点 都 为 孤立 的 ， 
此 图 称 为 退化 图 。 

一 个 图 G= (, 吾 ) 的 子 图 G,= (7。， 可) 是 这 样 的 一 个 图 ， 其 
7, 和 召 , 分 别 为 了 和 吾 的 子 集 。 如 果 FeCCF 和 百 CCB 即 V。 
和 总 分 别 为 了 和 召 的 真子 集 , 则 Ce 为 G 的 真子 图 如 果 Te 一 P， 
则 子 图 G, 称 为 G 的 生成 吕 子 图 。 

为 了 说 明 上 述 的 定义 ,参阅 图 1-9。 图 I-9a 为 一 个 图 G4。 顶 


图 1-9 图 Gg 及 其 子 图 
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点 0D, G50,@i0,G@;@, @: 等 为 相 邻 的 , 但 是 顶点 四, @; 回 ， 
加 ;等 是 不 相 邻 的 。 边 1,2, 3; 8, 9, 10 为 相 邻 的 ; 但 是 边 1, 6; 3,4 等 
为 不 相 邻 的 。 

顶点 @ 的 次 数 BOD)=3， 顶 点 图 的 次 数 起 加 )=1， 其 他 如 避 
(®)=2,4(®)=4, 

图 1-95 为 G 的 生成 子 图 ,因为 它 包含 G 的 全 部 顶点 。 图 1-9e 
为 的 一 个 ( 真 ) 子 图 。 


$1-5 边 的 序列 ,路 ,回路 

直观 上 不 难 理解 ,有 可 能 从 一 个 图 的 某 一 顶点 出 发 , 沿 着 一 些 
边 连续 移动 , 从 而 达到 另 一 指定 的 顶点 , 或 回 到 原来 的 出 发 点 。 这 
种 由 边 的 序列 构成 的 路 径 在 图 论 中 占有 重 要 地 位 ， 例 如 人 们 熟悉 
的 回路 就 是 一 个 例子 。 

下 面 是 有 关 边 的 序列 的 正式 定义 。 对 于 图 蝇 的 % 个 边 61, ezy 
… eu 如 果 存 在 % 十 1 个 顶点 序列 v0，%1,…,9v。， 使 得 83 二 [vs-1， 
切 ] 交 一 1 2 则 这 些 边 构成 了 一 个 边 的 序列 , 换言之 , 每 一 条 
边 es 和 es-i 以 一 个 端点 相 衡 接 , 和 esrs 以 另 一 个 端点 相 衔接 。 在 
这 个 定义 中 ,并 没有 规定 边 必 须 是 相 异 的 。 同 样 , 也 没有 规定 顶点 
必须 是 相 异 的 。 这 种 边 的 序列 称 为 链 。 

当 go 二 9 时 ,此 边 的 序列 或 链 是 闭合 的 , 而 当 to 二 vn 时 , 则 是 
死 的 。 在 后 一 种 情况 下 , 此 链 是 从 
顶点 v0 到 vn,20 称 为 链 的 起 点 ， 
vs 称 为 链 的 终点 。 链 中 含有 ? 条 
边 时 ， 则 称 它 的 长 为 mw。 任 一 条 
边 可 看 作 是 长 为 1 的 链 。 

为 了 说 明 上 述 定义 ， 可 参阅 bo 一 7 


LA 
1-10。 边 的 序列 el er ee，e7y 图 1-10 边 的 序列 
，10 。 


6 是 长 为 5, 从 顶点 v1 到 v4 的 一 条 链 ; 相应 的 顶点 序列 为 bt boy 
Vs, 95s 24s 94。 边 的 序列 ea ess ery es ee et，e! 是 长 为 7 的 闭合 链 。 

如 果 链 中 所 用 到 的 边 都 相 异 , 则 称 为 单纯 链 , 如 果 链 中 每 个 顶 
点 的 出 现 不 超过 一 次 (显然 , 这 时 用 到 的 边 都 将 相 异 ), 则 称 为 初等 
链 。 

一 条 开 的 , 初等 的 链 称 为 路 (path) 。 如 果 一 条 路 用 的 项 点 数 
为 % 十 1, 草 用 到 的 边 数 为 %, 这 条 路 的 长 为 %。 

一 人 闭合 的 ,初等 的 链 称 为 回路 (这 里 沿用 了 电路 理论 中 常用 
的 名 称 )。 所 以 回路 是 一 条 起 点 和 终点 重合 的 初等 链 。 

为 了 说 明 上 述 定义 ,参阅 图 1-10。 边 的 序列 [v1 v4], [zz 9s]， 
[gs V4j, [v4s v51, 即 e1, et et eu 构成 的 一 条 长 为 4 的 路 。 边 的 序 
列 [et v0), [was], Cvss v21, [vas 01], 即 ez eay 65, Ee1， 是 一 个 回路 ; 
但 是 [v1, 946], [ob v51, [gs pz]; [za gs],Eos v5], [vs 91] 虽然 是 闭 
合 链 ,但 不 是 初等 的 , 所 以 不 是 一 个 回路 。 

按 上 述 定义 , 可 见 图 8 的 一 个 回路 是 G 的 一 个 子 图 ， 其 每 个 
顶点 的 次 数 从 好 是 2。 


§1-6 连通 性 
一 个 图 , 如果 它 的 每 两 个 相 异 顶点 之 间 总 存在 自 一 顶点 联 到 
另 一 顶点 的 一 条 路 , 则 这 个 图 是 过 通 的 。 直 观 上 , 一 个 连通 图 本 身 
构成 了 一 个 整体 部 分 。 图 1-11a 为 一 个 连通 图 , 1-115 是 非 连 通 
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图 1-11 连通 图 与 非 连 通 图 
“I 


的 或 分 离 的 。 

一 个 非 连 通 图 可 以 看 作 是 由 几 个 连通 的 部 分 所 组 成 的 ， 每 一 
这 种 连通 部 分 称 为 该 图 的 一 个 分 离 部 分 或 简称 一 个 部 分 。 所 以 图 
的 一 个 部 分 是 该 图 的 一 个 包含 极 大 边 数 的 连通 子 图 。 一 个 孤立 顶 
点 也 算 作 一 个 部 分 。 图 1-116 的 图 包含 三 个 部 分 ,其 中 有 一 个 部 
分 只 有 一 个 孤立 顶点 。 

如 果 一 个 连通 图 中 包含 回路 , 则 移 去 回路 的 任 一 条 边 后 , 剩 下 
的 子 图 仍 将 是 连通 的 。 


和 1-7 树 和 林 

树 的 概念 在 图 论 中 占有 重要 地 位 。 前 曾 指出 , 图 论 中 许多 术 
语 的 命名 很 不 统一 , 但 “ 树 ” 却 几 平 是 所 有 图 论著 作 中 唯一 所 通用 
的 命名 。 

一 个 连通 图 GG 的 一 个 子 图 ,如果 满足 下 列 条 件 就 称 为 的 一 
个 树 , 即 此 子 图 : (1) 是 连通 的 ,(2) 没 有 回路 , (3) 包含 @ 的 全 部 项 
点 。 例 如 , 对 于 图 1-12a 所 示 的 图 9, 它 的 几 个 树 分 别 示 于 同 图 5 
6.9 中 ， 但 e 和 于 则 不 是 它 的 一 个 树 ,因为 。 包含 一 个 回路 ,了 由 
是 不 连通 的 。 


从 


(a) A (只 
二 (e) 


图 1-12 树 
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上 述 关 于 树 的 定义 是 电路 理论 中 所 常用 的 。 这 种 树 称 为 图 @ 
的 生成 树 ,因为 它 包含 了 G 的 全 部 顶点 。 在 图 论 中 , 树 的 一 般 定义 
则 比较 广义 一 些 , 即 凡是 一 个 连通 的 且 无 回路 的 图 定义 为 一 个 树 。 
按照 这 个 定义 ,图 1-12f 包含 一 个 树 和 一 个 顶点 , 但 不 是 经 的 生成 
树 。 所 以 这 两 个 定义 略 有 差别 。 今 后 我 们 谈 到 树 , 车 不 加 说 明 , 则 
指 生成 树 。 

同一 连通 图 全 具有 许多 不 同 的 树 , 一 个 图 的 爹 部 相 异 树 的 总 
数 之 多 是 惊人 的 。 后 面 将 介绍 树 的 计数 方法 。 

一 个 非 连 通 图 的 各 个 部 分 , 各 自 都 有 它们 的 树 。 这 样 就 构成 
一 个 林 。 一 个 由 个 分 离 的 连通 部 分 所 组 成 的 , 且 不 包含 任何 回 
路 的 图 , 称 为 一 个 具有 个 树 的 林 。 

树 具 有 许多 重要 的 性 质 。 在 一 个 树 的 两 个 顶点 之 间 ， 必 然 存 
在 一 条 且 仅 有 一 条 路 。 前 一 点 是 由 于 衬 的 连通 性 质 所 决定 的 ;后 
一 点 则 是 由 于 树 不 包含 回路 所 决定 的 , 因为 如 果 两 顶点 之 间 存 在 
两 条 路 , 则 将 有 回路 出 现 。 

把 一 个 树 的 任 一 边 移 去 ,将 使 图 变 成 不 连通 的 , 这 是 因为 被 移 
去 的 边 是 联接 其 两 个 端点 的 唯一 条 路 。 反 之 ,对 于 任何 连通 的 且 
不 是 一 个 树 的 图 ， 总 有 可 能 移 去 它 的 某 些 边 ( 即 包含 在 回路 中 的 
边 ) 币 仍 保持 图 的 连通 性 。 所 以 一 个 树 是 由 那些 恰好 是 够 把 全 部 
顶点 联接 起 来 的 边 所 构成 ; 或 者 说 , 在 某 种 意义 上 , 树 是 一 种 极 小 
的 连通 图 , 即 它 不 包含 任何 包括 全 部 顶点 但 又 连通 的 真子 图 。 

在 一 个 图 里 ,车 只 有 一 条 边 与 顶点 关联 , 则 x 称 为 基 挂 点 。 
一 个 树 至 少 有 两 个 基 持 点 。 这 可 以 证 明 如 下 : 设 卫 是 一 个 树 , 并 假 
设 它 没有 或 只 有 一 个 巧 挂 点 。 设 想 一 个 旅游 者 ， 在 图 上 沿 着 边 旅 
游 ， 自 任 一 点 出 发 (对 第 一 种 情况 来 说 ) 或 者 自 悬 挂 点 出 发 (对 第 
二 种 情况 来 说 ); 车 规定 不 使 用 同一 边 两 次 , 由 于 卫 没 有 回路 , 他 就 
不 能 过 到 闻 一 项 点 两 次 。 但 是 易 一 方面 ， 当 旅游 者 到 达 一 点 v 之 
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后 , 由 于 "不 是 悬挂 点 ， 他 总 能 沿 一 条 新 边 前 进 。 这 样 一 来 , 他 便 
可 以 永远 游 下 去 , 但 图 是 有 限 的 , 这 不 可 能 。 

对 于 图 @ 的 一 个 树 了 ,凡是 属于 此 树 的 边 称 为 王 的 树 支 ,凡是 
不 属于 的 边 则 称 为 连 支 。 

树 支 数 和 顶点 数 之 问 的 关系 可 用 下 列 定理 来 表达 。 

趾 理 1-1 具有 ,个 顶点 的 任何 树 ,其 边 数 恰好 等 于 %, 一 1。 

这 个 重要 定理 可 以 证 明 如 下 : 一 个 具有 % 个 顶点 的 树 ， 至 少 
有 两 个 县 挂 点 。 把 联 于 一 个 破 挂 点 的 边 连 同 悬 挂 点 从 树 中 移 去 ， 
剩 下 的 将 是 一 个 具有 %, 一 1 个 顶点 的 树 ; 它 至 少 有 两 个 悬挂 点 。 重 
复 上 述 步 又 , 直至 剩 下 最 后 一 条 边 以 及 它 所 联接 的 两 个 顶点 , 这 时 
移 去 的 边 数 是 w% 一 2。 所 以 , 树 的 边 数 是 mw 一 1。 

显然 ,对 于 一 个 具有 %, 个 顶点 的 连通 图 G, G 的 任 一 个 树 , 其 
树 支 数 为 n, 一 1。 对 于 具有 习 个 部 分 和 ,个 顶点 的 非 连 通 图 , 则 
对 每 一 个 部 分 任 选 一 个 树 ， 总 共 将 有 名 个 树 ， 所 以 树 支 数 将 是 
各 一 到 

一 个 具有 %; 个 顶点 的 连 遂 图 G，C 的 秩 p(G) 定义 为 ,一 1。 
同 理 , 一 个 具有 % 个 顶点 和 上 个 部 分 的 图 , 其 秩 定 义 为 %, 一 k, 即 


Pp(G)=%,—k, 
定理 1-2 一 个 具有 %: 个 顶点 和 旦 个 边 的 连通 图 ， 其 连 支 数 
为 1 一 6 一 m4 十 1。 


这 里 所 说 的 连 支 是 针对 一 个 树 来 说 的 。 按 定理 1~-1， 树 支 数 
为 n, 一 1, 树 支 数 和 连 支 数 之 和 为 妃 故 连 支 数 也 为 5 一 4 十 1。 

顺便 指出 , 一 个 连通 图 的 图 数 "(G) 定 义 为 8 一 P(G)， 即 (GD 
三 5 一 m4 十 1。 一 个 具有 下 个 部 分 的 图 ,其 圈 数 为 2(G) 二 b 一 ,十 k。 

对 于 一 个 图 的 任 一 树 ， 若 添 进 一 个 连 支 ， 所 得 的 图 将 不 再 是 
树 。 此 连 支 所 联接 的 两 个 顶点 之 间 , 在 树 中 存在 一 条 唯一 的 路 , 因 
此 它 与 这 条 路 形成 了 一 个 回路 ; 而 这 个 回路 又 是 现在 图 中 的 唯一 
» 14. 


加 路, 见 图 1-13a。 


国 1-13 基本 问 路 组 


如 果 一 个 连通 图 G 具 有 %: 个 顶点 和 5 个 边 , 则 可 以 任 选 它 的 
一 个 树 了 。 然 后 设想 对 全 潍 进 一 连 支 ， 它 将 与 树 的 唯一 条 路 构成 
一 个 回路 。 如 果 把 连 支 逐 条 添 进 去 ， 这 样 就 会 有 全 一 nz 十 1) 个 这 
种 回路 。 这 一 组 回路 称 为 单 连 支 回路 或 基本 回路 ,简称 为 六 回路 ， 
见 图 1-135。 

把 以 上 有 关 树 的 性 质 总 结 一 下 。 设 外 是 一 个 具有 mi(>1T 个 
顶点 的 图 , 以 下 的 任 一 点 都 可 以 用 来 描述 树 了 的 特性 : (1)T 连通 
且 无 回路 ; (2)T 连通 且 具 有 (m, 一 1) 条 边 ; 〈3) 无 回路 且 具 有 
人 mn, 一 1) 条 边 ; (4)T 过 通 , 但 去 掉 任 一 边 ， 图 就 不 连通 ; 《5) 有 一 
条 且 仅 有 一 条 路 连接 每 一 对 顶点 ; (6)T 无 回路 , 但 不 相 领 的 两 个 
顶点 之 间 联 以 一 边 , 便 得 一 个 且 仅 一 个 回路 。 


$1-8 割 和 集 

回路 、 树 都 是 图 论 中 的 重要 概念 。 割 集 与 回路 在 概念 上 密切 
相关 ,而 且 与 树 的 概念 也 有 着 重要 的 联系 。 首 先 , 什么 是 割 集 ? 害 
集 是 连通 图 G 的 一 个 边 的 集合 , 把 这 些 边 移 去 将 使 G 的 秩 减 少 一 ， 
或 者 说 , 使 G 分 离 为 两 个 部 分 , 但 是 , 如果 少 移 去 其 中 一 条 边 ,图 仍 
将 是 连通 的 。 

对 于 一 个 具有 m% 个 顶点 的 连通 图 G, 其 秩 为 %% 一 1, 故 把 属于 
割 集 的 边 移 去 后 , 将 得 到 一 个 非 过 通 图 , 其 秩 为 mw 一 2, 或 者 说 将 得 
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到 一 个 具有 两 个 部 分 的 图 。 割 集 的 命名 是 由 这 种 含义 得 来 的 。 例 
如 ,对 于 图 1-14a 的 图 G 来 说 ， 边 的 集合 (a, d, e), (a, 5 e, 下 分别 
构成 一 个 割 集 。 图 中 用 虚线 画 出 的 闭合 面 则 是 为 了 帮助 找 出 或 表 
示 制 集 的 一 种 方法 ， 即 与 它 切割 的 边 构成 了 一 个 割 集 。 这 个 方法 
不 是 所 有 情况 下 都 能 用 的 。 例 如 ， 边 的 集合 (a, cd, 用 是 一 个 割 
集 , 而 在 图 1-14a 中 就 无 法 用 上 述 闭 合 而 切 制 的 方法 来 表示 ; 不 过 
如 把 图 G 重 画 如 图 1-145, 则 仍 可 应 用 上 述 方法 。 


-~~ 二 ~ 
1 -Ye ， YY 
O vo@ , 
-1 ~ Ee 
(> | | KE 
7 es 人 \ 
OF <- 图 . ®@ 
a) 《本 
图 1-14 市 集 


在 上 述 的 有 关 割 集 的 定义 中 , 有 两 点 值得 注意 。 第 一 点 , 按 这 
种 定义 , 割 集 是 一 种 极 小 集合 , 也 即 如 果 少 移 去 其 中 的 一 条 边 ， 
仍 将 是 连通 的 , 例如 , 图 1-15a 中 , 用 虚线 表示 的 边 (o, b, ed) 就 不 
构成 一 个 割 集 , 因为 如 果 少 移 去 一 条 边 a， 仍 将 使 图 分 离 ; 但 是 《4， 
5, 6) 则 是 一 个 割 集 。 第 二 点 , 对 于 图 1-158 所 示 的 图 , 其 中 用 虚线 
所 示 的 边 的 集合 (a, 5, c,e, 了 )， 移 去 后 将 使 图 分 离 为 三 个 部 分 , 或 


图 1-15 ”关于 割 集 的 定义 的 讨论 
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使 图 的 秩 减 少 2, 这 种 边 集合 也 不 构成 所 定义 的 割 集 ， 

我 们 还 可 以 从 另外 一 种 观点 来 理解 割 集 。 令 G 一 (F, 允 ) 为 一 
个 连通 图 ,并 令 C 为 G 的 一 个 割 集 ， 当 把 0 移 去 后 ,G 就 分 离 为 两 
个 部 分 。 令 玉 ， 环 ' 分 别 为 两 部 分 的 顶 虚 集 合 , 则 丙 " = 了 一 环 ( 厂 
或 W' 可 能 为 一 个 孤立 顶点 )。 玉 和 WW' 为 互 不 相交 的 两 个 集合 。 
杯 中 的 任 两 个 顶点 之 间 存在 一 条 不 包含 W' 中 任何 顶点 的 路 ; 这 
对 琴 ' 中 的 顶点 同样 成 立 。 割 集 0 中 的 各 边 将 有 一 个 顶点 在 钱 
中 , 另 一 个 顶点 在 W' 中 。G 的 其 他 边 将 不 具有 这 种 性 质 。 反 之 ， 
如 果 把 G 的 顶点 分 为 两 个 互 不 相交 的 集合 到 和 钱 ， 使 得 同一 集 
售 中 的 任 两 个 顶点 之 间 存 在 一 条 路 ， 而 此 路 又 不 包含 另 一 集合 中 
的 任何 顶点 , 这样 , G 中 连接 玉 中 一 个 顶点 和 琴 ' 中 一 个 顶点 的 那 
些 边 就 构成 一 个 割 集 。 

例如 , 图 1-15e 中 , 用 包含 顶点 @, @, WW' 包 含 顶点 @, @, @@， 
边 (a,5, 6) 构成 一 个 割 集 。 图 1-155 中 , 由 于 玉 ' 中 的 某 些 顶点 之 
间 不 存在 不 经 过 玉 中 顶点 的 路 ,因此 虚线 所 示 的 边 (a 5, 0;e, 了 了) 不 
构成 所 定义 的 割 集 。 其 实 , 前 面 已 指出 把 该 图 中 的 (o 5, 6, e, 了 ) 移 
去 后 将 使 图 分 离 为 三 个 部 分 。 它 的 一 个 真子 集 , 如 (a, 3, c) 是 一 个 
齐集, (2, 下) 也 是 一 个 割 集 。 

师 便 指 出 ， 边 的 集合 (a, 8, c, e, 了) 构成 一 个 所 谓 离 集 (seg)。 
如 果 把 一 个 图 G 的 顶点 集合 分 为 两 个 互 不 相交 的 克 和 WW'， 离 集 
是 一 个 顶点 在 三 中 , 另 一 个 顶点 在 W' 中 的 那些 边 的 集合 。 离 集 
是 由 边 互 不 相交 的 割 集 所 和 构成 的 合集 , 例如 ,前 而 的 (6, 了 ,c) 和 (e， 
用 构成 一 个 离 集 。 可 见 离 集 不 一 定 是 割 集 , 但 反之 , 割 集 总 是 一 个 
离 集 。 

设 G=(F, 如) 是 一 个 至 少 有 两 个 顶点 的 连通 图 ,并 令 vEV( 即 
任 取 G 的 一 个 顶点 )， 把 分 成 两 个 集合 (2) 和 (FY 一 v2)。 这 样 ， 与 
顶点 。 关联 的 边 将 构成 一 个 割 集 , 例如 图 1-14c 中 的 (ww 中 e)。 换 
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言 之 , 与 连通 图 G 的 任 一 顶 上 关联 的 边 构 成 一 个 害 集 。 但 是 ,如果 
所 涉及 到 的 顶点 是 一 个 断 点 《 见 $ 1-9)， 则 情况 将 有 所 不 同 。 例 
如 ,图 1-16a 中 的 顶点 中 , 把 与 它 关联 的 边 a,5, c, a 移 去 , 图 将 分 
离 为 4 个 部 分 或 秩 减 少 3 , 见 同 图 5 其实 ,这 里 (a, 3) 构成 一 个 割 
集 ，。 和 又 分 别 为 割 集 。 顶 点 @ 是 一 个 断 点 , 其 定义 将 在 $ 1-9 
中 解释 。 所 以 可 以 得 出 下 烈 结论: 只 要 一 个 顶点 不 是 图 的 断 点 , 则 
与 此 顶点 关联 的 边 构成 一 个 割 集 。 


{o) (Cb) 
图 1-16 与 顶点 有 关 的 割 集 


树 与 割 集 的 概念 具有 互补 的 性 质 。 树 是 连通 一 个 图 的 全 部 顶 
点 的 极 小 边 集合 ， 割 集 则 是 把 某 些 顶 点 与 其 他 项 点 分 离 的 极 小 边 
集合 。 因 此 它们 之 间 存 在 着 一 定 的 联系 是 不 难 理解 的 。 下 面 的 定 
理 将 充分 说 明 这 一 点 。 

定理 1-3 一 个 连通 图 G 的 一 个 割 集 C 至少 包含 G 的 一 个 树 
的 一 个 树 支 。 

证 明 是 很 容易 的 。 如 果 把 C 移 去 而 仍 有 一 个 树 卫 存在 ， 则 图 
是 连通 的 , 那 末 C 将 不 是 一 个 割 集 。 

通过 图 G 的 一 个 树 休 的 一 个 树 支 可 以 把 图 的 顶点 划分 为 两 个 
部 分 。 令 6: 为 的 任 一 个 树 支 。 把 e: 移 去 ,将 使 分 离 为 各 自 连 
通 的 两 个 部 分 ( 见 前 面 树 的 性 质 4)。 这 样 把 G 的 顶点 划分 为 两 个 
互 不 相交 的 集合 及 和 琴 '。 按照 矿 和 全’ 可 以 定义 G 的 一 个 割 
集 ， 它 包含 e, 且 包 含 一 些 有 关 的 连 支 ( 即 那些 联接 y 入 ' 的 连 
支 )。 这 种 割 集 称 为 单 树 支 割 集 或 基本 制 集 ， 简 称 为 三 制 集 。 按 
定理 1-3, 任何 割 集 至 少 包 含 一 个 树 支 ,而 f- 割 集 则 恰好 只 包含 一 
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个 树 支 ,这 与 地 -回路 类 似 , 任何 回路 至 少 包含 一 个 连 支 ,而 人 -回路 
只 包含 一 个 连 支 。 对 应 顶点 数 为 的 连通 图 G 的 一 个 树 包 , 可 以 
定 出 (n, 一 了 个 下 割 集 ,经 一 个 f- 制 集 包含 全 的 一 个 树 支 ,这样 得 
到 一 个 基本 制 集 组 或 了 -- 定 集 组 。 

图 1-17 画 出 了 一 个 图 G， 共 中 脱 线 为 图 G 的 一 个 树 J 的 料 
支 ， 实 线 为 连 支 。 图 中 又 示 出 。， 
了 区 应 树 文 w 的 于 齐集 ,D 及 /LAKE 
有 关 的 两 个 顶点 集合 和 久 '。 
几 在 WW 或 W' 中 的 那些 连 支 ， 
显然 不 展 于 此 下 制 集 。 岂 属 pg 
于 此 f- 制 集 的 鱼 一 过 支 , 由 这 
种 连 支 所 构成 的 f- 回 路 , 必 将 国 二 17 抽 人 入 
包含 et。 这 是 因为 当 沿 着 任 一 这 种 连 支 ,例如 图 中 的 61 所 构成 的 
下 回路 ,从 玉 的 一 个 顶点 经 过 el 到 W' 后 ,再 由 W' 返回 时 , 必 将 
经 过 树 支 6.。 由 此 可 得 如 下 定理 : 

定理 1-4 如 果 宁 是 连通 图 人 的 一 个 树 ， 由 克 的 一 个 树 支 e 
确定 的 了 -出 集 应 恰好 包含 9 的 那些 连 支 , 每 一 这 种 过 支 所 构成 的 
下 回路 中 含有 eu 

另外 ,如果 设想 从 厂 ( 或 厂 ' ) 中 的 任 一 顶点 v6 出 发 ( 见 图 1- 
17), 洛 着 任 一 回路 移动 , 一 种 可 能 将 是 始终 在 印 ( 或 W' ) 中 , 另 一 
种 可 能 将 是 往返 于 WW 和 WW' 之 间 偶数 次 。 显 然 ， 这 个 结论 对 任何 
齐集 都 成 立 。 由 此 有 下 列 定理 。 

定理 1-5 连通 图 G 的 每 一 回路 与 每 一 割 集 共有 的 边 数 为 个 
数 (包括 零 )。 


8$1-9 断 点 . 不 可 断 图 
在 一 个 连通 图 G 里 ,一 个 顶点 xo, 将 它 移 去 后 (把 一 个 顶点 移 


19. 


去 ， 意 味 着 把 此 顶点 以 及 与 之 关联 的 全 部 边 移 去 ) 所 得 的 子 图 站 
《=G 一 z0) 如 果 不 再 连通 ， 则 这 样 的 顶点 称 为 断 点 。 对 于 任 一 个 
树 , 所 有 非 悬 排 点 都 是 断 点 。 下 面 的 例子 将 说 明 断 点 的 某 种 意义 。 
设 顶点 集合 表示 某 一 组 织 的 成 员 ， 车 成 员 2 与 成 员 y 可 以 相互 
联系 , 便 取 [>, 执 为 一 条 边 , 即 [z; 所 E 至 。 这 样 ， 图 G 一 (V, 召 ) 的 断 
点 可 能 表示 那些 具有 重要 意义 的 联系 人 员 , 这 些 人 员 的 丧失 , 将 碰 
坏人 员 在 组 织 上 的 统一 和 联系 。 

如 果 一 个 图 是 连通 的 且 没有 断 点 ， 则 称 为 不 可 断 图 。 如果 
好 至 少 具有 一 个 断 点 , 则 称 为 可 断 的 。 图 1-18 为 不 可 断 图 的 一 些 
例子 ,图 1-19 则 为 可 断 图 的 一 些 例子 , 其 中 图 a 的 断 点 为 0, 图 5、 
5 的 断 点 为 v1 和 v2。 


J 人 人 


{8) Cc) 


图 f-18 不 可 断 图 
Xo Yi YD 
(a) (8) 《9) 
图 1-19 可 断 置 


下 面 介绍 有 关 断 点 的 一 个 定理 。 

定理 1-6 在 一 个 连通 图 里 , 顶点 z。 是 一 个 断 点 的 必要 和 充 
分 条 件 是 存在 一 对 顶点 , 所 有 联接 这 两 个 顶点 的 链 都 经 过 zo。 

其 证 明和 如下。 如 果 zo 是 一 个 断 点 ,把 它 移 去 后 将 使 图 至 少 分 
离 为 两 个 部 分 ， 任 取 其 中 一 个 部 分 的 一 个 顶点 和 另 一 个 部 分 的 一 
个 顶点 ,在 原先 的 那个 连通 图 里 , 每 一 联接 这 对 顶点 的 链 自然 非 经 
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过 zo 不 可 。 另 一 方面 , 车 所 有 联接 一 对 顶点 的 链 都 经 过 zo, 则 把 
2 移 去 后 , 将 使 图 不 连通 , 故 z。 是 一 断 点 。 

在 电路 理论 中 ， 有 时 会 磁 到 有 关 可 断 图 的 问题 。 当 电路 是 由 
儿 个 部 分 组 成 , 且 这 些 部 分 电路 之 间 具 有 某 一 公共 点 , 例如 接 零 或 
接地 ， 则 描述 这 种 电路 的 图 将 是 一 个 可 断 图 。 


81-10 平面 贸 

一 个 几何 图 G， 如 果 能 把 它 阔 在 平面 上 ， 使 其 各 边 是 简单 曲 
线 , 且 任意 两 边 除 端 点 外 不 再 相交 , 这 样 的 图 称 为 平面 图 。 

满足 上 述 条 件 的 图 , 称 为 拓扑 平面 图 ， 两 个 拓扑 平面 图 , 车 将 
平面 经 过 弹性 变形 而 仍 能 重合 ， 则 这 两 个 图 看 做 是 相同 的 。 同 一 
图 @ 可 以 画 成 相 异 的 拓扑 平面 图 。 例 如 , 图 1-204 和 5 是 同 构 的 ， 
但 为 相 异 的 拓扑 平面 图 。 拓 扑 平面 图 有 时 就 简称 为 平面 图 。 

好 


《9) {8) 
图 1-20 抹 扑 平面 图 图 1-21 非 平 面 图 


一 张 地 图 是 一 个 拓 外 平面图。 图 1-21 则 为 一 个 典型 的 非 平 
面 图 , 其 中 4.6、c 可 能 表示 三 个 宿舍 ,Ce 了 分 别 表示 水 站 、 煤 气 
站 和 变电站 。 如 果 企 图 在 平面 上 安排 连接 三 个 宿舍 和 三 个 站 所 需 
的 管道 , 则 经 验 指 出 ,总 能 把 八条 管道 安排 得 互 不 相交 , 但 第 九条 
管道 必 将 与 其 他 八条 之 一 相交 。 

设 G 是 一 个 平面 图 ,图 的 边 所 包围 的 一 个 区 域 , 其 内 既 不 含 图 
的 顶点 , 也 不 含 图 的 边 , 这 样 的 区 域 称 为 的 一 个 面 , 如 图 1-206 
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中 用 饼 线 所 示 的 为 一 个 面 。 一 个 面 的 周 界 就 是 包围 该 面 的 诸 边 所 
构成 的 回路 ,在 电路 理论 中 称 之 为 网 孔 ,因为 它 的 形状 与 一 个 网 的 
孔 相 似 。 平 面 图 外 部 的 无 限 区 域 有 时 也 把 它 当 作 一 个 面 ， 称 为 
无 限 面 , 平面图 里 总 有 一 个 且 仅 有 一 个 无 限 面 ;其 他 的 则 都 是 有 限 
面 。 无 限 面 的 周 界 也 可 以 当 作 是 一 个 网 孔 , 称 为 外 网 孔 。 

车 两 个 面 的 周 界 至 少 有 一 条 公共 的 边 , 则 这 两 个 面 为 相 邻 的 ; 
如 果 两 个 面 仅 以 一 个 顶点 相 接 ， 这 两 个 面 是 不 相 邻 的 。 

图 1-22 表示 一 张 地 图 , 它 是 一 个 平面 图 , 其 中 面 4 和 面 5, 面 
e 和 面 等 相 邻 , 但 面 8 或 面 & 和 面子 则 不 相 邻 。 顶 点 z。 是 一 个 
断 点 。 两 个 面 有 可 能 多 次 相 邻 。 
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医 1-22 一 张 地 四 图 1-23 测 地 投影 

一 个 画 在 平面 上 的 图 G， 可 以 通过 “ 测 地 投影 "把 它 映射 到 球 
面 上 。 把 球 放置 在 平面 上 ,并 令 接触 点 为 球 的 南极 8, 然后 用 直线 
把 图 G 的 任 一 点 己 与 球 的 北极 六 联接 (六 极 作为 投影 中 心 )， 此 直 
线 与 球面 相交 的 点 忆 就 是 与 了 对 应 的 点 ( 见 图 1-23)。 图 G 的 每 
一 点 都 可 以 通过 这 种 方法 映射 到 球面 上 ， 这 样 获得 的 投影 与 图 G 
为 一 一 对 应 。 反 之 ， 球 面 上 的 一 个 图 也 可 以 用 相同 揭 方 法 映射 到 
平面 上 ， 不 过 北极 六 不 能 作为 图 上 的 一 个 点 。 

把 一 个 画 在 平面 上 的 平面 图 映射 到 球面 上 , 所 得 的 图 , 其 任意 
两 边 除 端点 外 不 再 相交 ;反之 , 在 球面 上 这 样 的 图 , 映射 到 平面 上 
即 为 平面 图 。 
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平面 图 的 任何 有 限 面 , 总 可 以 通过 上 述 的 两 次 瑞 射 , 使 之 成 为 
无 限 面 。 方 法 是 : 先 把 球 的 3 极 置 于 读 有 限 面 内 任 一 点 上 , 然后 把 
平面 图 映射 到 球面 上 。 把 球 的 原来 的 太极 转 到 原来 的 S 极 位 置 
土 ,而 令 原来 的 如 极 为 投射 中 心 ( 即 浆 极 ), 把 球面 上 的 图 再 映射 回 
到 平面 上 。 这 样 ， 读 有 限 面 就 转化 为 无 限 面 。 图 1-20a 中 用 斜 线 
划 出 的 有 限 面 ,在 图 1-208 中 则 为 无 限 面 。 

上 壕 情况 也 可 以 用 下 述 方法 来 形象 地 加 以 理解 。 一 个 平面 图 
总 可 以 画 在 球面 上 , 设想 球 是 透明 的 , 从 球 的 中 心 向 其 中 任 一 个 面 
往外 观察 , 这 个 面 就 是 在 平面 上 所 映射 的 图 上 的 一 个 无 限 面 。 

在 一 个 连通 的 平面 图 里 ， 其 项 点 数 %、 边 数 和 面 数 也 无 限 
面包 括 在 内 ) 之 间 存 在 着 一 个 重要 关系 式 , 即 下 列 公 式 ( 欧 拉 公式 ) 
成 立 ; 


ne—b+f=2 
欧 拉 公式 可 用 归纳 靶 证 明 如 下 。 如 果 用 一 条 边 去 联接 一 个 图 
的 一 个 顶点 和 另 一 个 顶点 ， 且 不 与 其 他 边 相交 ， 则 (wn. 一 5 二 拉 保 
持 不 变 ， 因 为 边 数 增加 1， 但 同时 增加 了 一 个 新 的 面 ( 见 图 1-24 
& 和 5)。 同 样 ， 如 果 引 进 一 个 新 的 顶点 ， 用 两 条 边 去 联接 此 
顶点 与 图 的 两 个 顶点 ， 这 样 %, 增 加 1, 5 增加 2, 了 增加 1( 见 
图 1-24c)， 所 以 (mi 一 2 十 及 仍 不 变 。 如 果 不 是 去 增加 边 数 或 顶点 


由 YY 
中 4 


图 1-24 欧 拉 公 式 的 证 明 
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数 ,而 是 减少 它们 , 则 从 图 1-24g 和 。 不 难看 出 (n: 一 5 十 六 依旧 不 
变 。 如 果 反 复 运 用 以 上 过 程 , 或 增加 , 或 去 掉 一 些 边 和 顶点 ,最终 
所 得 到 的 图 将 如 图 1-24f 所 示 的 三 角形 ， 其 中 心 一 3， b=3, 了 一 2 
(三 角形 外 的 无 限 面 计算 在 内 )， 则 有 同一 8 十 f= 2。 由 此 可 见 ， 欧 
拉 公 式 是 成 立 的 。 

如 果 令 mm 等 于 平面 图 的 网 孔 数 (外 网 孔 不 计 在 内 )， 则 名 应 等 
于 有 限 曾 数 , 故 w= 了 一 1, 因此 有 网 孔 数 

m=b—ni+1 

以 上 公式 是 欧 拉 研 究 凸 多 面体 时 所 得 的 结论 ; 也 就 是 对 于 一 
个 顶点 数 为 mp， 边 数 为 65, 面 数 为 的 是 多 面体 , 有 % 一 5 十 了 一 2。 
其 实 , 一 个 凸 多 面体 可 在 一 个 球面 上 者 示 出 来 ,其 任 二 边 除 端 点 外 
不 再 相交 。 在 某 一 面 里 取 一 点 , 以 此 为 中 心 , 作 一 测 地 投影 , 这 个 
凸 面体 便 可 在 平面 上 表示 出 来 , 所 得 的 将 是 一 个 相应 的 平面 图 。 

本 节 开 始 时 , 曾 指出 图 1-21 所 示 为 一 个 典型 的 非 平面 图 。 涂 
此 以 外 , 另 一 个 典型 非 平面 图 如 图 1-25 所 示 , 即 具有 五 个 顶点 的 
完备 图 (一 个 图 ,如果 每 两 个 相 异 顶点 相 邻 ， 即 任 一 对 相 异 顶点 之 
间 有 一 边 相 联 , 则 称 为 完备 图 )。 这 两 种 典型 非 平面 图 分 别称 为 第 
一 种 型 式 (图 1-25) 和 第 二 种 型 式 (图 1-21) 库 拉 图 斯 基 图 。 库 拉 
图 斯 基 (Kuratowski) 曾 导出 一 个 关于 平 
面 图 的 定理 , 大 意 是 : 图 G 是 平面 的 , 其 必 
要 和 充分 条 件 是 中 不 含有 库 拉 图 斯 基 图 
的 第 一 种 型 式 或 第 二 种 型 式 的 子 图 。 此 定 
理 之 证 明 较 难 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 书 末 
所 列 参考 书 1.5.9 等 。 图 1-25 全 五 角形 

下 面 介绍 平面 图 的 对 侦 图 。 设 一 个 连 道 的 平面 图 G 具 有 s 个 
面 (包括 无 限 面 ), 并 设 它们 为 7,(i 二 1,2,…,8)。 在 的 每 个 面 中 
《无限 面 在 内 ) 置 放 一 个 点 ， 令 7; 中 的 点 为 pi。 如 果 两 个 面 7、7y 
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相仿 ,用 一 条 边 Lpo 9s] 联接 p; 和 了; 使 它 与 面 ”rm; 的 公共 边 只 相 
交 一 次 ， 且 与 图 的 其 他 周 界 无 公共 点 。 用 这 样 的 方法 获得 一 个 图 
G*, 其 硕 点 为 pl pa … ps。 图 G* 称 为 人 的 对 偶 图 。 图 1-264 示 
出 了 求 一 个 图 G 的 对 侦 图 G* 的 过 程 。G* 在 4 中 用 虚线 示 出 ，5 
中 则 另外 画册 了 G*。 注 意图 4 中 的 自 环 在 G* 中 成 为 一 个 悬挂 的 
边 ( 即 其 一 个 端点 的 次 数 为 1), 而 G 中 的 一 个 悬挂 边 在 G* 中 成 为 
一 个 自 环 。 
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C8) 
图 1-26 对 偶 图 

可 见 ,一 个 连通 的 拓扑 平面 图 9 和 它 的 对 侦 图 G* 之 间 有 如 下 
的 关系 : 

(1) G 的 面 (或 网 孔 ) 与 G* 的 顶点 存在 一 一 对 应 关系 ， 

(2) G* 的 面 与 4 的 顶点 存在 一 一 对 应 关系 ， 

(3) 两 个 图 的 边 之 间 有 这 样 的 一 一 对 应 关系 ， 即 当 一 个 图 中 
的 两 个 面 之 间 有 一 条 对 应 边 为 公共 边 ， 则 在 另 一 个 图 中 的 对 应 边 
将 联接 与 这 两 个 面 对 应 的 顶点 。 

不 难看 出 , G* 的 对 侦 图 是 G。 另 外 , G 与 G* 的 圈 数 相等 。 

前 面 提 到 的 地 图 着 色 问题 , 如 用 对 偶 图 处 理 , 就 成 为 顶点 的 着 
色 问 题 。 通 常 所 说 的 平面 图 的 着 色 问 题 是 指 图 的 顶点 着 色 ， 而 地 
图 的 著 色 问题 则 指 其 面 的 着 色 。 这 两 种 说 法 其 实 是 等 价 的 。 四 色 
猜想 是 指 每 个 平面 图 可 用 四 种 颜色 着 色 ， 也 即 能 否 只 用 四 种 不 同 
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颜色 涂 染 平面 图 的 顶点 , 使 相 邻 顶点 的 颜色 不 同 。 
平面 图 的 研究 共有 实用 意义 ， 例 如 单 面 印刷 电路 板 和 集成 电 
路 的 布线 都 与 平面 图 有 关 。 


81-11 有 向 图 

有 向 图 的 特点 是 它 的 每 一 条 边 具有 一 定 的 方向 ， 或 者 说 是 定 
向 的 。 有 时 图 的 边 必须 伴 有 一 定 的 方向 , 对 几何 图 来 说 , 就 是 经 语 
一 条 按 的 具体 方向 , 对 抽象 图 来 说 , 则 是 边 所 关联 的 两 个 端点 应 具 
有 一 定 的 次 序 关系 。 所 以 有 向 图 与 无 向 图 在 结构 上 的 差别 ， 仅 在 
于 边 的 顶点 构成 的 偶 对 是 有 诬 的 还 是 无 序 的 。 

应 用 图 论 研究 具体 问题 时 , 往往 由 于 丙种 原因 , 必须 使 图 的 边 
有 其 有 一 定 的 方向 。 一 种 情况 是 在 一 对 顶点 之 间 的 关系 有 了 时 是 不 对 
称 的 , 最 简单 的 例子 是 城市 道路 系统 中 的 单程 道路 。 另 外 , 例如 在 
人 一 机 对 话 中 ， 人 与 机 器 交换 信息 过 程 中 所 使 用 的 设备 往往 可 能 
是 单程 的 ; 时 序 电 路 中 , 从 一 个 状态 到 另 一 状态 的 转换 往往 也 具有 
方向 性 。 又 例如 ， 用 图 来 表示 一 个 指挥 系统 中 上 级 与 下 级 之 间 的 
关系 ,就 必须 用 有 方向 的 边 。 这 种 方向 可 以 说 是 一 种 真实 方向 , 因 
为 它 表 示 所 描述 的 物理 系统 的 某 种 次 序 或 单 向 性 质 。 第 二 种 情况 
则 有 所 不 同 , 这 时 赋予 边 一 定 的 方向 ,其 主要 目的 是 为 了 描述 某 种 
参考 系统 , 例如 电路 理论 中 , 对 支 路 的 电流 和 电压 应 指定 参考 方向 
时 就 是 如 此 ; 这 种 方向 实质 上 是 一 种 “ 伪 方 向 "。 本 节 介 绍 有 向 图 
的 基本 概念 ， 但 叙述 将 简 赂 些 。 某 些 概 念 在 以 后 用 到 时 再 子 以 
补充 。 

有 向 图 可 以 定义 如 下 : 有 向 图 是 由 一 个 非 空 集合 上 和 一 个 与 
了 不 相交 的 集合 4, 以 及 一 个 4 在 有 序 积 广 xF 里 的 喘 射 A 所 组 成 。 
7 和 4 的 元 素 分 别称 为 图 的 顶点 和 强 ( 或 有 向 边 )， 而 A 则 称 为 与 
有 向 图 有 关 的 定向 关联 喘 射 。 如 果 a€4, 则 A(a) =(9, w), 其 中 
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(v, 加) 为 顶点 9 和 w 的 有 序 偶 ( 注 意 ,前面 用 [v,w] 表 示 w 和 ww 的 无 
序 偶 ); 如 果 映 射 A 像 含 时 , 通常 A(a) 一 (v,w) 可 以 简写 为 4 二 (2， 
妈 )。? 称 为 强 4 的 起 点 ， 包 为 弧 4 的 终点 。 有 向 图 用 符号 DD 来 表 
示 , 这 样 可 把 D 记 为 D=《V,4, A) 或 当 A 丛 含 时 , D=(V, 4)。 有 
向 图 中 强 ol= (oz2) 和 训 oa 一 (to) 是 完全 不 同 的 。 

一 个 有 向 图 可 以 用 点 和 连续 矢 线 在 平面 上 画 出 来 。 把 集合 了 
里 的 元 素 用 平面 上 的 点 来 表示 ， 如 果 两 点 与 之 间 有 A(a) 一 
(oz) 则 自 ” 到 妈 作 一 连续 矢 线 ， 偶 对 (p, 妈 ) 就 是 图 的 一 条 怠 ,其 
起 点 为 思 终 点 为 zw 箭头 的 方向 自 ” 指 向 zz。 图 1-27 表示 一 个 有 
向 图 DD。 集合 VF 是 由 顶点 4,9,z,v,w 等 组 成 ; 集合 4 由 强 (z, 9)， 
(5,2), (2 0), Cy, 2), CY, WY, (VV), (V0), Co 2) 等 所 组 成 。 
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四 1-27 有 向 图 图 !-28 ”相伴 无 商 罩 

给 定 一 个 有 向 图 闪 = (7,4,A), 它 的 相伴 无 向 图 是 @=(7, 忆 ， 
0), 其 中 关联 映射 定义 如 下 : 每 当 A(a) =(v;w) 时 ,0(e) 一 [v9,w]。 
就 是 说 ， 把 D 的 每 一 条 强 的 端点 的 次 序 忽 略 后 所 得 的 图 就 是 G。 
有 向 图 忆 在 平面 上 画 出 后 , 它 的 相伴 无 向 图 G, 直观 上 来 说 ,就 是 
把 六 的 箭头 去 掉 后 所 获得 的 图 。 图 1-28 所 示 的 就 是 图 1-27 的 有 
向 图 的 相伴 无 向 图 。 

如 果 两 条 颖 a.5 不 相同 ,但 有 一 个 共同 的 端点 (不 管 它 是 4 的 
终点 或 起 点 , 或 是 五 的 终点 或 起 点 ), 则 称 它们 为 相 邻 项 点 。 辣 样 ， 
如 果 两 个 顶点 。 和 如 是 祖 异 的 , 且 有 一 条 弛 4 与 v 和 也 关联 (不 管 
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G 二 《w, 人 或 是 a 一 (vw)), 则 这 两 个 硕 点 称 为 相 邻 顶点 。 

设 顶 点 0 是 颖 4 的 起 点 , 而 弛 4 的 终点 包 异 于 v, 称 弛 4 离开 
5, 指向 w, 或 强 4 外 向 过 5, 内 向 过 ww。 外 向 过 顶点 v 的 弧 数 称 为 
?的 正 次 数 ， 用 6+(v) 表示 。 内 向 过 顶点 ”的 绝 数 称 为 的 负 次 
数 ， 用 6567(v) 表 示 。v 的 次 数 6(2) 可 写 为 

(0 一 8) 十 6 (9) 

例如 ,对 图 1-27 的 有 向 图 来 说 , 3+(w) 一 2,，67 (2*)=2, 6+(y) 一 3， 
6 (9 一 1;6(o) 一 4 89 一 4 

如 果 @= (oz20)，o 一 (oz2)， 则 张 o 和 称 为 严格 并 行 ; 车 
qs 二 (w,9), 则 qa、as 为 并 行 , 但 不 是 严格 并 行 。 

如 果 一 个 有 向 图 里 不 存在 严格 并 行 弧 和 自 环 , 则 称 为 简单 图 。 
如 果 一 个 简单 的 有 商 图 中 存在 两 条 并 行 的 ,但 方向 不 同 的 缉 , 则 它 
的 相伴 无 向 图 是 多 重 的 , 因为 按 无 向 图 来 说 ,有 并 行 边 存在 。 在 简 
单 的 有 向 图 中 , 由 于 只 有 一 条 弧 按 一 定 的 方向 联接 两 个 顶点 ,因此 
它 的 每 一 条 弧 可 以 明确 地 用 顶点 的 有 序 侦 来 表示 。 

在 一 个 有 向 图 里 ,m 条 就 ar az …, ao 如 果 其 中 每 一 条 弧 的 终 
点 , 挫 好 和 紧 接 其 后 面 那 条 浙 的 起 点 相合 , 这 个 弛 的 序列 叫做 有 向 
链 。 例 如 图 1-27 中 ss, se, ab m 构成 一 个 有 向 链 。 如 果 有 向 链 中 
同一 条 弛 不 用 两 次 , 就 称 为 单 缉 有 向 链 , 否则 是 复杂 的 ; 如 果 其 中 
每 个 顶点 是 相 异 的 ， 就 称 为 初级 有 向 链 。 如 果 有 向 链 移 起 点 和 终 
点 重合 ， 则 称 为 闭合 有 向 链 。 初 级 的 有 向 链 称 为 有 向 路 。 初 级 的 
闭合 有 向 链 称 为 有 向 回路 。 

显然 , 在 有 向 图 中 上 述 弧 的 序列 , 在 相伴 无 向 图 中 将 确定 对 应 
的 边 的 序列 ; 但 反之 则 不 然 。 例 如 ， 在 图 1-27 中 as az, om 在 相伴 
的 无 向 图 中 是 一 条 链 , 但 在 有 向 图 中 则 不 构成 对 应 的 有 向 链 , 因为 
02 的 方向 不 符合 。 

通常 , 有 向 图 的 树 和 割 集 可 以 根据 其 相伴 无 向 图 来 定义 ; 如 必 
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须 计 及 方向 ， 则 需 另 加 考虑 。 

在 电路 理论 中 用 到 的 图 , 虽然 是 有 向 的 , 但 是 前 面 已 指出 , 这 
种 方向 是 “ 伪 ? 的 。 因 此 ,路 , 回路 , 树 , 割 集 等 都 是 按照 其 相伴 无 向 
图 来 考虑 的 。 

不 过 , 在 信号 流 图 中 , 弛 的 方向 则 是 “真实 ”的 , 所 以 应 按 有 向 
图 来 考虑 。 
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第 二 章 ”图 的 矩阵 表示 


82-1 引 害 

图 的 关联 性 质 ， 有 顶点 与 边 的 , 边 与 回路 的 ， 边 与 割 集 的 , 等 
等 ,都 可 以 用 矩阵 形式 来 表示 。 这 种 表示 方法 适用 于 无 向 图 , 也 适 
用 于 有 疝 图 。 在 电路 理论 中 ， 由 理想 元 件 构成 的 电网 络 可 以 用 一 
个 图 来 表示 ,而 由 于 为 了 便于 确定 电 洲 和 电压 的 正 负 , 必须 指定 网 
络 中 各 支 路 电流 、 电 压 的 参考 方向 。 这 样 , 在 相应 的 图 中 也 将 带 有 
方向 ,于 是 得 到 一 个 有 疝 图 。 但 是 ,前 面 兽 指出 这 种 方向 并 不 是 “ 真 
实 ? 方 向 ,所 以 许多 概念 ， 如 图 的 树 、 回 路 、 割 集 等 都 按 其 相伴 无 向 
图 来 定义 。 不 过 , 表示 图 的 关联 性 质 的 年 阵 是 按 有 向 图 来 定义 的 。 

另外 ， 为 了 遵循 电路 理论 的 习惯 用 法 ， 在 本 童 及 下 一 章 将 用 
“节点 "的 名 称 来 代替 “项 点， 用" 支 路 "来 代替 “ 边 ”( 或 " 弧 ")。 

为 了 简化 讨论 起 见 ， 本 章 主 要 考虑 连通 图 ,并 假设 图 中 没有 
站 环 。 

本 党 讨论 这 些 和 阵 的 性 质 , 以 及 它们 之 间 的 相互 关系 , 将 会 看 
到 , 树 的 概念 在 这 里 占有 重要 的 地 位 。 


8$2-2 关联 矩阵 
图 的 节点 ( 即 顶点 ) 和 支 路 ( 即 边 或 泊 ) 的 关联 性 质 可 以 用 一 个 
和 抑 阵 A。 来 表示 。 设 有 一 个 连通 图 G, 其 节点 数 为 n, 支 路 数 为 5， 
As 将 是 一 个 wx 阶 矩 阵 ,其 行 对 应 于 节点 ,其 列 对 应 于 支 路 ,而 
任 一 元 素 ai 定义 如 下 : 
ar 一 1， 如 果 支 路 j 和 节点 宇 关联 ， 且 支 路 了 的 方向 离开 节 


30 。 


点 让 
G1; 三 一 1， 和 如果 支 路 了 和 节点 关联 ， 且 支 路 了 的 方向 指向 
节点 好 


ai 一 0， 如 果 支 路 和 节点 无 关联 。 :个 
矩 际 A。 称 为 节点 - 支 路 关联 矩阵 , 简 。 @g ec 六 
称 为 关联 人 矩阵 。 例 如 ， 对 于 图 2-1 所 示 的 
图 ,其 节点 数 4 一 4， 支 路 数 5 二 6, 节点 WN 
和 支 路 的 编号 及 指向 如 图 中 所 示 ; 它 的 关 5 
联 和 矩阵 A。 为 图 2-1 的 关联 垂 隆 
1 2 3 4 5 6 
Dl 1-1 1 0 0 0 
®@-1 0 0 1 0-—1 


A,= (2-1) 
@L 0 0-1 0-1 1 
显然, A 的 每 列 含 有 一 个 十 1 和 一 个 一 1， 而 其 余 均 为 零 ,这 
是 因为 一 条 支 路 只 与 两 个 节点 关联 , 当 它 离开 其 中 一 个 节点 , 则 必 
指向 另 一 节点 。 因 此 , 把 A 。 的 全 部 行 加 起 来 将 得 一 行 多 为 零 。 就 
是 说 ,As 的 所 有 行 不 是 线性 独立 的 。 由 此 可 以 得 出 一 个 连通 图 的 
关联 矩阵 A。 的 秩 不 会 超过 mw, 一 1,m, 为 其 节点 数 。 
对 于 一 个 节点 数 为 mw 的 连通 图 B， 其 关联 矩阵 A。 的 任何 
行 (kt<w ) 之 和 将 至 少 包含 一 个 非 零 元 素 。 因 为 如 果 不 是 如 此 ,把 
A。 的 包 行 加 起 来 ， 将 是 一 行 多 为 零 。 把 这 些 行 排 在 A。 的 上 部 。 
由 于 把 它们 加 起 来 得 一 行人 为 零 , 故 行 中 的 每 一 列 或 全 为 零 ,或 
含 一 个 +1 和 一 个 一 1。 置 换 As 的 列 ， 使 在 前 行 中 那些 含 非 堆 
元 素 的 列 排 在 A。 的 最 前 面 。 这 样 ,A。 必 将 具有 下 列 形式 : 


-| 全 "| 
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这 是 因为 A。 的 每 一 列 含 有 且 只 含 两 个 非 零 元 素 。 可 以 看 出 在 前 
面 # 个 节点 和 后 面 的 .一 k 个 节点 之 间 无 共有 元 素 , 因而 图 是 非 
连通 的 。 但 这 与 9 是 连通 图 的 条 件 相 芳 盾 。 

现在 可 以 明确 年 阵 A。 的 秩 丛 好 是 sw 一 1 即 下 列 定理 成 立 : 

定理 2-1 一 个 节点 数 为 mw 的 连通 图 ， 其 关联 矩阵 A。 的 秩 
为 %=%, 一 1D。 

此 定理 可 直接 证 明 如 下 : A。 的 秩 不 超过 一]。 把 A。 的 前 
%, 一 1 行 与 最 后 一 行 相 加 ,结果 使 得 景 后 一 行 全 为 零 。 第 一 行 中 至 
少 应 有 一 个 非 零 元 素 。 置 换 A。 的 列 , 使 此 非 零 元 素 位 于 矩阵 A。 
(1, 1) 的 位 置 。 设 第 一 列 中 还 有 一 个 非 零 元 素 并 位 于 第 j 行 。 把 
第 一 行 与 第 j 行 相 加 , 使 此 元 素 变 为 零 ; 但 是 根据 上 面 已 证 明 的 ， 
第 了 行 中 应 至 少 还 有 一 个 非 零 元 素 。 第 二 行 中 有 一 个 非 零 元 素 ， 
且 不 在 第 一 列 中 。 把 第 二 行 中 的 这 个 非 零 元 素 按 列 置换 到 (2，2) 
位 置 , 然后 按 上 述 步 又 同样 处 理 , 但 由 于 相 加 的 行 数 总 少 于 me 故 
不 会 产生 一 行 全 为 零 。 这 样 继续 下 去 ， 最 后 年 阵 A。 可 化 为 下 列 
形式 : 


士 ] x x x x x 
0 士 1 x x x x 
0 0+tl1l x x x 
0 0 0 十 1 x x 
0 0 0 0 0 


式 中 , x 表 示 0 或 士 1。 由 此 得 出 一 个 (na 一 1) 阶 的 方 子 矩阵 , 其 主 
对 角 元 素 为 非 零 值 , 因而 是 非 奇异 的 。 故 A。 的 秩 为 ,一 1。 

由 于 连通 图 G 的 秩 P(G ) 是 %, 一 1, 所 以 关联 矩阵 A。 的 秩 也 
就 是 图 G 的 秩 P(G)。 


中 连 适 图 的 节点 数 设 为 me, 并 总 令 =R1 一 1。 
2 。 


在 以 上 的 证 明 过 程 中 , 所谓 最 后 一 行 其 实 是 可 以 任意 的 ,所 以 
把 矩阵 A 的 任 一 行 划 去 , 所 得 的 矩阵 A， 其 秩 仍 为 4, 一 1。 划 去 
行 所 对 应 的 节点 即 所 谓 的 参考 节点 。 人 入 称 为 降 阶 关 联 怎 阵 。 

不 难 理解 ， 把 矩阵 A。 的 任 一 行 划 去 后 ,所 得 的 符 阵 A, 实质 
上 包含 了 A。 的 全 部 内 容 ， 因 为 所 缺 的 一 行 是 很 容易 补 上 的 。 今 
后 , 我 们 经 常用 的 是 降 阶 关联 矩阵 A, 量 简 称 之 为 关联 矩阵 。 

关联 矩阵 A。 的 那些 对 应 图 @ 的 一 个 回路 的 列 是 线性 不 独立 
的 ， 可 以 证 明 如 下 ; 

设 一 个 连通 图 G 中 任 一 个 回路 荆 ， 其 支 路 数 为 ,并 令 A。 中 
的 一 个 子 念 隆 M 是 由 A。 中 对 应 回路 工 的 那些 列 所 构成 。 与 回路 
工 有 关 的 节点 恰好 有 两 条 支 路 与 之 关联 ， 而 任 一 条 支 路 又 只 与 两 
个 节点 关联 , 因此 回路 工 的 节点 数 一 定 等 于 其 支 路 数 ; 子 矩阵 M 中 
含有 非 零 元 素 的 行 数 是 ,而且 它 的 每 一 列 应 当 有 一 个 十 1 和 一 个 
一 1。 可 见 子 矩阵 M 的 秩 最 高 不 会 超过 (% 一 1)。 换 名 话说 MM 的 列 
是 线性 不 独立 的 。 

举例 来 说 , 按 图 2-1 和 式 (2-1)， 支 路 4,5, 6 构成 一 个 回路 
(有 关 的 节点 为 @@,@,@), 故 A。 中 对 应 此 回路 的 子 年 阵 M 为 

0 0 0 


| o-l1 1 

可 见 ，M 的 列 是 线性 不 独立 的 。 

显然 , 这 个 结论 对 矩阵 入 也 是 适用 的 。 

下 面 介绍 关联 矩阵 入 的 一 个 重要 性 质 。 

定理 2-2 连通 图 G 的 关联 矩阵 和 A 的 一 个 nxXm 阶 (n= 二, 一 1， 
ai 为 @ 的 节点 数 ) 子 矩阵 是 非 奇 异 的 必要 和 充分 条 件 是 : 此 子 矩 
阵 的 列 对 应 图 G 的 一 个 树 的 树 支 。 

3 


证 明 如 下 : 设 此 子 矩 阵 为 了。 如 工 的 列 对 应 图 C 的 一 个 树 ， 
由 于 树 是 一 个 连通 图 , 故 按 定理 2-1, 个 的 秩 为 %。 反 之 , 如 果 代 是 
非 奇 异 的 , 则 它 的 % 列 将 是 线性 独立 的 ,所 以 与 之 对 应 的 子 图 将 不 
售 回 路 , 有 其 支 路 数 是 nn( 二 %, 一 1)， 故 此 子 图 应 当 是 一 个 树 。 

一 个 秩 为 4 的 nxm 阶 矩阵 本 的 大 子 算 阵 (Major submatrix) 
定义 为 于 的 一 个 阶 数 为 4 的 非 奇 异 子 矩 阵 。 

由 此 可 见 , 一 个 图 的 树 与 矩阵 A 的 大 子 矩 阵 有 一 一 对 应 关系 。 
这 是 一 个 非常 基本 的 关系 而 且说 明了 树 的 重要 性 。 

举例 来 说 ， 图 2-1 的 降 阶 关联 矩阵 A 可 写 为 ( 划 去 A。 的 第 


四 行 》 
1-11 00 0 
| -1 00 10-1 
0 10-11 0 
支 路 工 2,3 为 一 个 而 ,对 应 的 子 矩阵 了 为 


1 一 1 1 
T=| -1 0 0 


L 0 10 


不 难看 出 , 了 是 非 奇异 的 。 


82-3 回路 矩阵 

图 外 的 回路 与 支 路 的 关联 性 质 可 以 用 一 个 回路 矩阵 B。 来 描 
述 ,B。 是 sx 阶 , 其 中 = 为 G 的 回路 数 ， 为 支 路 数 。 为 了 定义 
B。 还 需要 指定 各 加 路 的 方向 。 所 谓 回 路 的 方向 ,是 以 回路 所 含 节 
点 的 次 序 来 确定 的 9。 直观 上 ， 可 以 用 一 个 第 头 来 天 示 回 路 的 方 
向 。 回 路 的 方向 可 以 按 需 要 任 党 选 搓 。 这 样 ，B。 的 任 一 元 素 bj 
定义 如 下 : 

名 例如 图 2-2 的 第 4 网 路 的 方向 是 由 节点 次 序 (1, 2,3,4) 所 确定 。 
34 。 


5 二 1， 如 果 支 路 了 在 回路 中， 且 支 路 的 方向 与 回路 方向 
一 致 ;@ 
85 一 一 1， 如 果 支 路 了 在 回路 ; 中 ， 县 支 路 的 方向 与 回路 方 
向 相反 ;下 
bs 一 0， 和 如果 支 路 ;不 在 回路 i 中。 
例如 , 对 于 图 2-1 的 图 来 说 , 把 它 重 画 于 图 2-2 中 ， 且 示 出 
了 它 的 七 个 回路 及 其 方向 。 因 此 , 6 的 回路 矩阵 B。 为 


> 
1 3 2 
4 

6 


图 2-2 图 站 的 七 个 回 吕 


1 2 34 5 6 
1 1 1 01 0 0 
2 0-1—-10 1 0 
3 0 001 1 1 

B=4 1 0-11 1 0 {2-2) 

5| -1 0 10 0 1 
6 0 1 11 0 1 
7 1 1 00-1-—1 


名 这 肯 所 谓 一 至 或 相反 ,直观 上 是 显然 的 。 若 要 定义 , 则 应 按 支 路 所 关联 节点 
的 有 序 惕 的 次 序 与 定义 回路 方向 的 节点 次 序 是 否 一 致 求 确 定 。 
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第 一 章 提 到 的 单 连 支 或 基本 同 路 组 (夺回 路 组 ) 的 回路 矩阵 具 
有 一 定 的 特殊 形式 。 对 一 个 具有 mn, 个 节点 和 5 个 支 路 的 连通 图 
G, 选 笃 @ 的 一 个 树 。 按 下 列 方 法 标号 : 把 1 一 (5 一 wn) 个 连 支 依次 
标 为 1,2,.…, (8 一 2)， 令 各 单 连 支 同 路 按 对 应 连 支 标号 , 且 选 择 同 
路 的 方向 使 之 与 对 应 的 连 支 方向 一 致 。 令 树 支 的 标号 依次 为 (8 一 
8 二 IT) (5 一 hn 十 2),…,5。 营 把 矩阵 的 行 和 列 按 上 述 回路 和 支 路 的 
标号 排 询 ， 则 f- 同 路 组 的 回路 矩 降 ， 用 B 表示 时 ， 将 具有 如 下 
形式 : 

B=[1 {Bu] 

式 中 i 是 1=(8 一 n) 阶 的 单位 阵 。 便 如 , 对 于 图 2-3 的 图 0, 选择 
支 路 5,6、7、8 为 树 , 则 可 写 出 其 天 回路 矩阵 


口 口 口 呈 上 


0-1-1 0 

显然 , Bj 的 秩 为 1 二 6 一 x。 同 时 ， 由 二 了 - 同 路 一 定 是 金 部 同 
路 的 一 部 分 ， 因 此 Bi 一 定 是 同 路 矩 阵 Be 的 一 个 子 和 矩阵 。 由 此 可 
见 ,一 个 具有 %i 个 节点 和 65 个 支 路 的 连通 图 G5, 其 回路 矩阵 B。 的 
秩 至 少 不 低 于 1 一 bp 一)。 

同 路 矩 阵 Ba 的 秩 最 高 也 不 超过 (8 一 n)。 要 证 明 这 一 点 , 必须 
先 证 明 另 外 一 个 重要 定理 。 
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定理 2-3 ”如 果 和 矩阵 A。 和 甜 阵 Be 的 列 按 相同 的 支 路 次 序 排 
列 ， 则 
An.B5=0 和 BoAs=0 
式 中 上 标 卫 表示 转 置 。 
设 AoB3 一 C。 令 oj 和 2 分 别 为 矩阵 As 和 B。 的 第 了 行 ， 
第 了 列 元 素 , 并 注意 Bs 的 第 了 列 也 就 是 Be 的 第 了 行 , 则 有 


Bs 
c= Paubys 


Bml 

以 下 分 两 种 情况 来 讨论 : 

(a) 如 果 回 路 7 不 含有 节点 i, 而 支 路 属于 同 路 j， 则 Bs 二 
0, 但 由 于 支 路 与 节点 二 不 关联 ,天 ci; 一 0。 

《5) 如 果 同 路 了 含有 节点 i， 则 恰好 有 两 条 支 路 Bo Bi 与 节点 
i 关联， 也 即 在 A 的 第 衬 行 中 将 含有 两 个 非 零 元 素 i, 81, 而 在 
Be。 中 第 了 行 的 对 应 非 零 元 素 将 是 54,, 5 在 co 中 的 其 余 项 都 是 
零 。 这 样 ,有 


Cy=0ibjo taubjs 
回路 ; 中 两 条 支 路 5,, bs 和 节点 i 关联 的 情况 共有 八 种 可 能 
性 ,图 2-4 中 示 出 其 中 的 四 种 , 其 余 四 种 则 把 回路 7 反 向 后 就 可 以 
获得 。 
按 图 2-4a 的 情况 , 将 有 ai 一 一 1 ai 一 一 刘 2 一 1 Dj 一 一 1 
因此 co =0。 对 其 余 七 种 情况 ， 都 不 难 证 实 co =0。 因此， 
AuBz 一 0 


0 © © © 
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图 24 四 种 关联 的 情况 
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按 和 矩阵 的 乘法 规则 ，(AcB3)”= (B35)"A3= BoA3， 故 有 
BoA3 一 0。 于 是 定理 2-3 得 证 。 

作为 例子 ， 考 虑 图 2-1 和 图 2-2 所 示 的 图 , 其 As 和 B。 分别 
由 式 (2-1) 和 (2-2) 给 出 (其 中 支 路 标号 已 按 相同 次 序 排列 )。 不 
难 验 证 


1 1 01 0 oF 
0-1-10 1 0 
1-1 1 0 0 0 
0 0 01 1 1 
-1 0 0 1 0 一 ! 
1 0-11 1 0|=0 
0 1 0-1 1 0 
-1 0 10 0 1 
0 007-1 0-1 1 
0 1 11 0 1 


1 1 00-1-—1 

定理 2-3 是 一 个 基本 定理 ， 它 的 重要 性 在 以 后 的 叙述 中 将 会 
更 明显 。 现 在 利用 此 定理 来 证 明 回 路 矩阵 B。 的 秩 为 (5 一 x)， 即 
定理 2-4。 

定理 2-4 对 于 一 个 连通 图 G, 回路 矩阵 Be 的 秩 为 一 2 一 9 
其 中 五 为 G 的 支 路 数 ,一 me 一 1,% 为 G 的 节点 数 。 

要 证 明 这 个 定理 , 还 需要 用 到 关于 矩阵 的 秩 的 一 个 定理 , 即 西 
惑 维 斯 特 (Sylvester) 定 理 2， 其 内 容 为 : 如 果 和 矩阵 了 为 >xs 阶 ， 
Q 为 sxf 阶 , 且 PQ=0, 则 

(P 的 秩 )+(Q 的 秩 ) 志 8 

前 面 已 证 明 回路 矩阵 B。 的 秩 之 1 二 5 一 %。 但 是 AsB3 一 9， 

A。 的 秩 为 % 按 西 勤 维 斯 特定 理 , 有 
(A。 的 秩 ) 十 (Be 的 秩 ) 志 5 

故 (B。 的 秩 ) 所 5 一 % 
这 样 Be 的 秩 只 能 等 于 1 


外 ”此 定理 的 证 明 可 参阅 有 关 皇 阵 理 论 的 著作 。 
3838 。 


由 于 Be 的 秩 是 7 因此 没有 必要 把 Be 的 全 部 行 都 写 出 来 .所 
以 ， 今 后 我 们 用 符号 也 来 表 示 连 通融 G 的 Bo 的 一 个 LxB 阶 且 秩 
为 的 子 矩 阵 , 矩阵 马 称 为 G 的 回路 基 移 阵 ， 因 为 它 包 含 了 B。 的 
全 部 内 容 。 显 然 , -回路 矩阵 Bj 是 G 的 一 个 同 路 基 算 阵 。 

由 于 B 和 Bj 都 是 Be 的 基 矩 阵 , 所 以 必然 存在 一 个 元 素 为 1、 
一 1 和 0 的 ?xi 阶 非 奇异 矩阵 ,使 得 B=CBy。 

任 选 连通 图 G 的 一 个 树 ， 对 应 此 树 的 连 支 集合 称 为 G 的 一 个 
补 树 (co-tree)。 这 样 , 有 下 列 定理 : 

定理 2-5 连通 图 G 的 回路 基 和 矩阵 召 的 一 个 ?xi 阶 子 和 矩阵 
是 一 个 大 子 矩 阵 的 必要 和 充分 条 件 为 : 此 子 和 矩阵 的 列 与 @8 的 一 个 
补 树 的 支 路 对 应 。 

先 证 明 其 必要 人 性。 置换 了 的 各 列 ( 必 要 时 ) 使 了 中 前 面 的 ? 列 
构成 一 个 大 子 矩阵 。 把 也 分 块 如 下 : 

也 一 [Bi Bi] 

其 中 Bu 为 了 阶 且 为 非 奇 异 的。 这 样 Bis 的 列 数 将 是 6 一 1 二 nn。 所 
以 要 证 明定 理 2-5 的 必要 性 , 只 要 证 明 Bis 各 列 所 对 应 的 支 路 , 它 
们 构成 的 子 图 中 不 包含 任何 同 路 。 如 果 不 起 如此, 令 回路 移 阵 B。 
中 的 任 一 行 Bi 对 应 此 回路 , 然后 把 B。 中 包含 B 及 了 ;各行 的 子 矩 


阵 写 为 ; 
B Bn Bs 
加 0 | 
其 中 在 Ba 中 至 少 应 有 一 个 非 零 元 素 。 由 于 Bi 是 非 奇 异 的 ， 所 
以 上 列 矩 阵 的 特 将 是 (1 十 1); 但 是 这 个 矩阵 是 Be 的 一 个 子 矩阵 ， 
而 B。 的 秩 是 1, 这 是 不 可 能 的 。 
要 证 明 充分 性 , 则 令 孔 中 一 个 子 矩 阵 与 图 G 的 一 个 补 树 对 应 。 
设 B; 是 由 这 个 补 树 的 各 个 违 支 所 构成 的 f- 回 路 矩阵 。 午 换 什 阵 
了 B 和 了 Bi 的 各 列 ( 必 要 时 ) 使 它们 分 别 分 块 如 下 : 


39 。 


B=[Bu Bo] 

B=[1 Bs] 
由 于 Br 是 G 的 一 个 回路 基 矩 阵 ， 而 旦 的 秩 又 为 二 故 存在 一 个 非 
奇异 矩阵 CC 使 得 


B=OB, 
这 样 有 [Bu Bul=C[l Bn2l 
由 此 得 Bu=C1=C 


因而 Bu 是 非 奇异 的 。 

可 见 ， 图 的 补 树 与 回路 基 和 矩阵 请 和 的 大 子 矩 阵 之 间 存 在 着 一 
一 对 应 的 关系 。 

例如 , 对 于 图 2-2 来 说 , 如 以 支 路 1.2,3 为 一 个 树 Ti, 支 路 4、 
5、 6 为 其 补 树 ， 由 回路 1、2.6 构 式 的 回路 基 护 阵 B， 如 置换 其 列 


后 ， 将 有 


0 1 
容易 看 出 也 =CBr 其 中 CC 锋 于 上 面 的 Bl。 
如 选 其 他 任何 补 树 , 不 难 验证 定理 2-5 总 是 正确 的 。 


» 40. 


一 个 图 G 的 关联 矩阵 和 可 以 用 来 描述 的 全 部 特征 ， 因 此 间 
路 矩阵 和 关联 系 阵 之 间 存 在 一 定 的 联系 是 不 奇怪 的 。 下 面 将 说 明 
这 一 点 。 

设 有 一 个 节点 数 为 mw 支 路 数 为 5 的 连通 图 G 任 选 @ 的 一 个 
树 T, 按 T 了 定义 其 f- 回路 组 。 写 出 从 的 关联 和 矩阵 A 及 六 回路 矩阵 
Bm 置换 其 各 列 , 使 之 先后 按 连 支 , 树 支 次 序 排 列 , 即 令 A 一 [Au 
Al] (注意 , 其 中 Als 是 非 奇异 的 ), Bf 一 [1 Bri], 则 六 回路 年 阵 
Bj 可 表示 为 

Br=[1 —AR(Am)”] 


或 Ba= ~AT (AN)” 
其 证 明 如 下 : 由 于 。 ABF=0 
故 有 Ail 十 AlizB?iz 一 0 


了 91 一 一 信 过 Au 
Bns= 一 AL CAR)” 
为 了 验证 上 列 关系 式 ,以 图 2-2 为 例 。 如 选 支 路 集合 (1, 2, 3) 
为 树 TT, 把 入 置换 后 ,有 


45 6| 1 23 
00 0 1-11 
A=| 1 0-1|I-1 00 
-1 1 0! 0 10 
对 应 树 了 的 Bj 为 
456! 1 2 3 
100 1 1 0 
B=|lo 1 0 0-1-1 
001|-1 0 1 


现在 
AT 。 


0 1 -1 1 -1 1 
A8=|o 0 1 As=|-L 00 
0—1 0 0 10 

1 


SE 0 1 1 
1 0 一 1 

可 见 从 关联 垂 阵 人 可 以 得 出 Bj, 但 是 在 计算 过 程 中 需要 求 出 
A 这 , 即 有 一 次 给 阵 求知 的 运算 。 


§2-4 害 集 矩阵 

连通 图 G 的 割 集 和 支 路 的 关联 性 质 可 以 用 一 个 割 集 矩 阵 @Q。 
来 描述 , Qs 是 gxb 阶 ,其中 & 为 G 的 割 集 数 , 5 为 支 路 数 。 

为 了 定义 割 集 矩 阵 ， 需 要 指定 割 集 的 方向 。 对 连通 图 G 来 
说 ， 它 的 一 个 割 集 把 C 的 节点 分 为 两 个 互 不 相交 的 集合 WW，W'， 
割 集 的 定向 是 以 节点 集合 W，W' 的 有 序 侦 是 (WW，W") 或 
CW",W ) 来 确定 的 。 如 果 一 个 割 集 C 是 按 (YY , TV ) 来 定向 的 ， 则 
人 的 一 个 支 路 (m,%), 当 其 节点 ' 在 WW 中 ,% 在 W' 中 ,该 支 路 的 方 
向 就 与 的 为 一 致 ,否则 就 是 相反 。 

直观 上 , 割 集 的 方向 可 以 用 一 个 莹 头 来 表示 。 例 如 , 在 图 2-5 
中 , 虑 线 表示 确定 割 集 的 周 界 , 割 集 的 方向 则 可 用 箭头 来 表示 。 但 
是 在 某 些 情况 下 ,除非 把 G 重 画 ， 就 有 可 能 做 不 到 这 一 点 ( 见 图 1- 
14)。 图 2-5 中 支 路 集合 (1,3, 4, 5) 构 成 的 割 集 ,其 方向 是 按 节点 


集合 存 = (四 ,图 ) 和 下 "=(@, 四 ) 的 有 序 侦 来 确定 的 。 通 常 ， 支 
，42。 


路 的 方向 与 割 集 方向 是 一 致 还 是 相反 
可 以 从 图 中 直 搂 加 以 确定 , 例如 图 2- 
5 中 , 支 路 1 与 割 集 1 的 方向 相反 , 而 
与 割 集 2 的 方向 一 致 。 
有 了 割 集 的 方向 ， 连 通 图 GG 的 割 
集 乱 阵 Qo 的 任 一 元 素 9;; 定义 如 下 ; 
gi 二 1 如果 支 路 7 在 割 集中 ， 
且 支 路 的 方向 与 割 集 的 图 2-5 刘 梨 的 方向 
方向 一 青 ; 
gi 二 一 1， 如 果 支 路 j 在 割 集中， 且 支 路 的 方向 与 割 集 的 
方向 相反 # 
4 二 0， 如 果 支 路 j 不 在 割 集中 。 
对 于 图 2-5 所 示 的 图 G( 即 图 2-1,2-2 的 G)， 它 共有 七 个 割 
集 , 如 图 2-6 所 示 , 各 割 集 的 方向 也 在 图 中 标 出 ， 其 中 制 集 7 的 方 
向 由 节点 集合 (中 , 轩 ) 指 向 节点 集合 (加 ,@)。 


由 


4 5 


© 
90D (BD) 


6 
图 2-6 .图 G9 的 七 个 割 集 
此 图 的 割 集 护 阵 Q。 将 为 


1 23 4 5 6 

1 1-11 0 0 0 
21—1 00 1 0-1 

0 10~1 1 0 

Q,= 0 01 0 1 一 1 
5 1-10 0—1. 1 

fl! 0-11 1 0-1 

7 i 01-1 1 0 


不 难看 出 Q。 的 行 不 是 独立 的 , 就 是 说 这 七 个 割 集 不 是 独立 的 。 

只 要 连通 图 是 不 可 断 图 ， 则 与 一 个 节点 关联 的 支 路 集合 将 是 
一 个 割 集 ( 见 §1-8), 可 见 Qs 中 应 包含 关联 答 阵 A。( 其 中 某 些 行 
的 元 素 可 能 会 相差 一 个 符 导 )， 即 As 是 Qs 的 一 个 子 矩阵 ， 所 以 
Qs 的 秩 至 少 不 低 于 na。 例如 , 上 列 的 Qe 中 , 前 面 的 四 行 就 是 图 他 
的 Aol 第 四 行 非 零 元 素 应 全 部 改 号 )。 

矩阵 Qs 的 秩 就 是 nx， 也 就 是 Ao 的 秩 。 在 证 明 这 点 之 前 , 先 
介绍 Qs 与 B。 之 间 的 一 个 重要 关系 式 , 即 定理 2-6。 

定理 3-6 当 一 个 连通 图 G 的 回路 矩阵 B。 和 市 集 矩阵 Qs 的 
各 列 按 相同 编号 排列 时 ， 则 有 

QoBz=0 和 BQ?=0 

按 定理 1-5， GBS 的 每 一 回路 与 每 一 割 集 共 有 的 支 路 数 为 偶数 

《包括 零 )。 不 难看 出 ， 如 果 制 集 卫 与 


0 


回路 j 含 及 个 公共 支 路 , 那 末 其 中 [7 
有 加 个 支 路 相对 于 割 集 和 回路 的 方向 jt 


为 一 致 时 ， 另 外 个 支 路 必 将 在 割 集 

中 有 一 个 方向 而 在 回路 中 有 相反 的 方 图 8-y 增 了 的 方向 与 信和 回路 
.向 , 见 图 2-7。 因 此 此 定理 的 证 明 将 与 方向 之 间 关系 

定理 2-3 的 证 明 完全 类 似 , 这 里 不 再 重复 。 

py 


由 于 Be 的 秩 是 1=6 一 %, 而 BsQ2 一 0, 因此 Q。 的 秩 最 高 不 会 
超过 nw。 由 此 ,得 下 列 定理 : 

定理 2-7 具有 mn 个 节点 和 5 个 支 路 的 连通 图 G， 它 的 割 集 
矩阵 Qo 的 秩 是 me 

由 于 Q。 的 秩 是 mw， 因此 没有 必要 把 Q。 的 全 部 行 都 写 出 来 。 
今后 用 符号 @Q 来 表示 连通 图 G 的 Q。 的 一 个 axB 阶 且 秩 为 # 的 
子 失 阵 ,矩阵 @Q 称 为 @ 的 制 集 基 和 矩阵 , 因为 它 包含 了 Qs 的 全 部 内 
容 。 如 果 选 择 @ 的 一 个 树 下 ， 卫 的 每 一 个 树 支 定义 一 个 单 树 支 割 
集 或 f- 割 集 , 这样， 对 应 % 个 树 支 一 具有 对 个 三 割舍。 三 割 集 的 
方向 与 定义 它 的 树 支 方向 取 为 一 致 。 按 三 割 集 组 写 出 的 f- 割 集 
矩阵 将 是 nx5 阶 , 并 用 符号 Qj 来 表示 。Q; 一 定 是 Qs 的 一 个 子 
年 阵 , 显然 Qj 的 秩 就 是 %, 所 以 Qj 是 G 的 制 集 基 什 阵 。 

如 果 把 图 G 的 一 个 于 -所 集 矩 阵 的 各 列 ， 依 次 按 先 连 支 ， 后 树 
支 予 以 置换 , 则 像 六 回 路 矩阵 一 样 , 此 f- 割 集 矩 隆 可 以 分 块 为 

Q;=[Qn | 1] 

其 中 Qin 为 %X7 阶 ， 而 1 为 nxn 阶 。 

例如 , 对 于 图 2-6 的 图 G， 如 选 支 路 1、4、5 为 树 宛 , 则 相应 
的 f- 割 集 算 阵 (其 列 经 置换 后 ) 


1 
Q:=2 
3 

如 对 同一 树 7, 写 出 其 f- 回路 矩阵 ,将 有 
2 3 6j 1 4 5 


1f1 0 
B=2|0 1 
0 


避 mm 


口 口 口 和 


0 1-1|i10 


3L0 
45 


不 难 验证 QyB8= 0。 
由 于 Q 和 Q 都 是 Qs 的 一 个 秩 为 的 子 矩阵 ， 因 和 而 必然 存 
在 一 个 阶 数 为 mw 元 素 为 1, -1 和 0 的 非 奇异 矩阵 D， 使 得 


Q=DQ, 
间 理 ， 可 以 得 出 
Q=DA 
其 中 人 为 G 的 关联 矩阵 。 
不 难得 出 下 列 定理 ; 


定理 2-8 对 于 一 个 具有 % 个 节点 的 连通 图 G, 如 果 @ 是 红 
的 一 个 具有 4 行 且 秩 为 的 割 集 矩 阵 , 则 Q 的 一 个 大 子 和 矩阵 与 
的 树 具 有 一 一 对 应 关系 。 

由 于 Q=DA,，D 是 一 个 ” 阶 的 非 奇异 矩阵 , 按 定理 2-2 可 立 
即 证 明定 理 2-8 是 正确 的 。 

如 果 选 择 连 通 图 G 的 一 个 树 开 ,并 接 于 定义 By 和 Qj, 且 把 
A,Bi,Qy 的 列 按 相同 支 路 标号 且 按 沈 连 支 , 后 树 支 的 次 序 排列 ， 
使 得 

及 =[A Ai] B=[1 Br 


Qr =ftQ 1] 
出 下列 关系 式 成 立 : 

Qu=AN A 

Qsu= -BF 


征明 是 不 难 的 , 因为 QsB9 一 0 《定理 2-6), 即 
1 
[Qni ay ]-。 


故 有 Qra=-Byz 
但 是 Bs=-AN A 
,46 。 


Qu 一 入 过 入 1 
可 见 ,如 果 已 知 Br 一 [1 Birij 则 Qr =[ 一 B81 4], 其实, 这 个 
关系 式 恰好 是 定理 1-4 的 说 明 , 即 由 一 个 树 支 确定 的 六 割 集 应 恰 
好 包含 那些 连 支 ， 每 一 这 种 连 支 所 构成 的 f- 回路 中 含有 该 树 支 。 
例如 , 对 于 图 2-3 来 说 ,以 其 中 所 选 的 树 (5, 6,7, 8) 为 基础 的 了- 割 
集 和 矩阵 为 


1 2 345 


oo~ oo~ 
poOoow% 


与 式 (2-3) 比 较 ， 不 难 验 证 Qru= 一 BY1z。 
总 结 以 上 所 述 ,可见 ， 若 入 =EAn Al], 则 有 
By 一 [1 一 Ai (Ai)5 
及 Qyr =[A 刘 人 1]=ANA 
这 些 关系 式 中 用 到 了 A 。 下 一 节 将 介绍 求 A 守 的 一 种 方 
法 。 


$ 2-5 节点 -参考 路 径 矩阵 
对 于 一 个 具有 %: 个 节点 的 笃 了 ， 恕 以 其 中 一 个 节点 pe 为 参 
考 节点 ， 从 殖 的 任 一 节点 到 参考 节点 00 的 路 与 各 树 支 的 关系 可 
以 用 一 个 矩阵 P 来 描述 ，P 称 为 对 应 参考 节点 vo 的 节点 -参考 路 
径 矩 阵 , 简称 为 路 径 夭 阵 .矩阵 P 是 4x% 阶 , 其 元 素 pi; 定义 为 

26= 荆 ,如 果 在 节点 了 和 wm 之 闻 的 (唯一 ) 路 中 含有 树 支 乌 ， 

且 在 路 中 的 方向 指向 903 
Pu-1, 如 果 在 节点 了 和 vo 之 闻 的 (唯一 ) 路 中 含有 树 支 fp 

且 5; 在 路 中 的 方向 背离 v03 
。47 。 


Pj 二 0, 如果 在 节点 了 和 vo 之 
间 的 (唯一 ) 路 中 不 含有 
树 支 bi。 © 
例如 ， 对 于 图 2-8 所 示 的 树 工 ， 
车 以 节点 @ 为 参考 , 则 工 的 节点 -参考 
路 径 矩 阵 P 为 图 2-8 树 儿 的 路 径 垂 阵 下 
®@ @ © 
0 0 0 0 
0 一 1 一 1 —1 
0 0-1 0 
0 0 0 1 
5 1 1 1 1 
不 难 证 明 路 径 矩 阵 P 的 任 一 行 的 非 零 元 素 应 间 号 。 设 加 为 树 
于 的 任 一 支 路 。 把 2 移 去 ， 将 使 下 的 节点 分 离 为 两 个 集合 P 和 
Fa。 令 参考 节点 90 在 Pa 中 。 当 且 仅 当 节 点 在 Fi 中 ,路 径 矩 阵 
P 的 元 素 ps 将 是 非 零 的 。 由 于 从 六 起 始 的 任 一 条 路 通过 bs 时 
的 相对 方向 将 是 相同 的 , 因而 P 中 第 万 行 的 非 零 元 素 为 同 号 。 
路 径 和 从 阵 了 与 关联 矩阵 A 的 大 子 矩 阵 之 间 存 在 着 密切 的 基 
系 。 对 于 一 个 连通 图 G, 以 v0 为 参考 节点 , 写 出 关联 矩阵 A。 任 选 
G 的 一 个 树 巴 ,矩阵 A 中 ， 对 应 了 的 列 构成 的 子 矩 阵 Aia 是 非 奇 
蜡 的 。 车 以 v0 为 参考 节点 ， 写 出 了 的 路 径 矩 阵 P， 则 可 以 证 明 
了 一 人 过 。 
要 证 明 P= 人 这， 也 即 PAlz=1， 就 是 要 证 明 : 
Dpian=l, 当 i= 
0 i 
车 树 卫 的 任 一 树 支 5 所 关联 的 两 个 节点 为 z 和 y, 则 上 式 变 


1 
2 
P=3 
4 


ocoonQ 


和 aa 和 


为 
4 


Dizqzs 十 Pizgss 二 1， 光宇 一 天 

二 0， 当 二 

树 支 5 把 树 卫 的 节点 分 离 为 两 个 集合 和 Vs。 树 艺 的 另 一 

树 支 5; 关联 的 两 个 节点 将 都 在 中 ,或 都 在 Pa 中 ;因此 , 当 i 二 

时 ，8is 和 ps 将 同时 为 零 值 或 同时 为 非 零 值 ( 见 图 2-9)。 前 面 已 

证 明 pis 和 pi 为 同 号 , 但 qus 和 gr 则 为 异 号 ,因而 当 i 寺 k 时 ,有 
DisGza + PirGss =0 

如 果 i=, 则 有 两 种 可 能 情况 ，Pss 一 0 和 pes 一 土 I。 当 从 节 

点 Y 的 路 中 不 含 如 时 ,pas 一 0, 则 有 从 节点 y 的 路 中 必 售 2 所 以 这 

时 ps= 士 1。 若 如 背离 节点 g Bo= 二 1，an 一 十 1; 同 理 ， 

Bo 二 一] 时 ,arm= 一 1。 当 从 节点 z 的 路 中 含有 了 时 ， 则 从 节点 

的 路 中 必 不 含 Bs, 故 phz 一 士 1 时 ,pi 一 0 同时 as 一 士 1。 这 样 ， 

当 i=k 时 ,总 有 


bop,2, 人 


PesAztt Payavs 一 了 
可 见 P= 二 A 是 正确 的 。 


图 2-9 gry op 的 符号 的 确定 图 3-10 下 和 信 记 的 关系 
例如 , 车 以 图 2-2 的 图 G 的 支 路 (1,2, 3) 为 树 了 ,并 以 节点 @ 
为 参考 (图 9 重 画 于 图 2-10), 则 相应 的 关联 炬 隆信 为 


4 5 6|: 1 2 3 

MD oo 0 0 1-1 1 
A=@l 1 0-1:-1 0 1 
图 LI-1 1 0i 0 1 0 
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中 四 
1 0 -1 
| 0 0 
现在 3 1 1 
1 -1 
| 。 
0 1 
0 -1 
Aiz=|o 0 
1 1 
可 见 ,，P 二 Aid。 


| 


® 
0 
1 
1 
0 
0 
0 
1 
1 


利用 路 径 扰 阵 P 可 以 直接 求 出 关联 矩 降 信 中 的 大 子 矩 阵 
Alz 的 道 阵 信也 ， 而 不 必 进 行 矩阵 的 求 逆 运算 。 
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第 三 章 电网 络 方程 


8$ 3-1 电网 络 方程 

电网 络 方程 通常 用 电流 和 电压 作为 变量 。 分 析 电 网 络 的 依据 
是 基 尔 填 夫 的 电流 定律 和 电压 定律 。 基 尔 和 翟 夫 电 流 定律 (KCL) 说 
明 : 汇集 在 电网 络 的 一 个 节点 上 的 支 路 电流 的 代数 和 便 等 于 零 
KCL 还 可 以 推广 到 任 一 个 闭合 面 , 即 通过 任 一 闲 合 面 的 电 该 的 代 
数 和 恒 等 于 零 。 基 尔 车 夫 电 压 定律 (KVL) 说 明 : 网 络 中 任 一 回 
路 内 ， 支 路 电压 的 代数 和 恒 等 于 零 。 这 两 个 定律 只 与 网 络 的 拓扑 
性 质 有 关 ， 而 与 支 路 的 内 容 ， 也 即 一 个 支 路 是 由 那些 元 件 构成 的 
情况 无 关 。 因 此 任 一 个 电网 络 可 以 用 一 个 相应 的 图 来 表示 。 由 于 
电流 和 电压 一 般 是 时 间 的 函数 ， 且 可 能 随时 间 反 复 不 断 地 改变 方 
向 ,所 以 有 必要 指定 电 洲 和 电 夺 的 参考 方向 以 便 确定 电流 ,电压 值 
的 正和 负 。 通 常 ,参考 方向 是 可 以 任意 指定 的 ,同时 习惯 上 还 让 电 
压 和 电流 的 参考 方向 选 为 一 致 ， 即 如 果 用 销 头 表示 电流 的 参考 方 
向 , 则 箭头 的 尾部 将 是 电压 的 正 参 考 极 性 。 在 网 络 的 图 中 , 支 路 的 
方向 也 即 电流 的 参考 方向 。 所 以 如 果 某 一 支 路 5 二 (2,w)， 则 当 
电流 i.( 引 从 节点 vb 流向 节点 包 时 ,i 为 正 值 ; 同 理 , 当 电压 ae( 殷 
为 正 值 时 , 节点 ”的 电位 高 于 节点 w 的 电位 。 

支 路 电流 is(t) 和 支 路 电压 w%( 引 之 间 的 关系 决定 干支 路 的 内 
容 , 就 是 说 , 支 路 中 含有 的 电路 元 件 性 质 确定 了 两 者 之 问 的 关系 。 

车 一 个 电网 络 是 用 一 个 具有 旦 个 支 路 , n, 个 节点 的 有 向 连通 
图 9 9 来 表示 的 , 写 志 如 的 关联 第 阵 A。 和 回路 矩阵 Bo, 并 用 5 阶 

@@ ” 非 连 通 图 的 情况 可 以 仿照 过 适 图 对 各 部 分 分 别 予 以 处 理 , 或 者 可 以 把 各 部 分 
的 一 个 节点 联 在 一 起 而 按 连通 图 处 理 。 

SI 


列 向 量 ,us 来 分 别 表示 5 个 支 路 电流 和 支 路 电压 。 这样, 对 于 各 
节点 ,KCL 可 以 用 下 列 矩 阵 形 式 来 表达 : 
A,i,=0 
由 于 A。 的 秩 是 %， 所 以 上 式 不 是 独立 的 ， 
可 以 把 它 改写 为 @ 


Ai,=0 (3-1) 3 2 
其 中 入 是 A。 的 降 阶 关联 矩阵 划 去 的 行 。@ 他 
所 对 应 的 节点 是 参考 节点 。 例 如 ,以 图 3-1 We 
所 示 的 电网 络 的 图 为 例 , 如 以 节点 @ 为 参 人 
考 , 则 降 阶 关联 矩阵 为 图 3-1 电网 络 的 图 
1 -1 1 0 0 0 

—1 00 1 0 | 

0 1 0 —1 1 0 


不 难看 出 ， 
1 -1 1 0 0 0fi 
Al=| -1 00 1 0-1||iw 
0 10-1 1 1 
bt—isat ina 
re 0 
ia 一 加 十 和 5 0 
恰好 是 KCL 在 节点 四 .四 ,图 的 关系 式 。 
由 于 A 的 秩 是 %， 所 以 式 (3-1) 是 一 组 阶 数 为 * 的 独立 齐 次 
线性 代数 方程 。 
同样 ,对 于 各 回路 ,KVL 可 以 用 下 列 矩 阵 形式 来 表达 : 
Bous=0 
册 于 Be 的 秩 是 5 一 n= 1， 所 以 上 式 不 是 独立 的 ， 可 以 把 它 改写 
为 
520 


0 


Bu,=0 (3-2) 
其 中 B 为 图 G@ 的 回路 基 算 阵 。 如 以 图 3-1 所 示 的 回路 , 则 有 


1 1 0 1 0 0 
B=|0-1-1 0 1 0 
0 0 0-1—1-—1 
不 难看 出 
Wel + Wig Ws 0 
Bu 一 | 一 oz 一 wa 十 ws |= 


一 Mt — Wo5 — Wo6 
恰好 是 KVL 在 这 些 回路 的 关系 式 。 
由 于 B 的 牧 是 1 所 以 式 (3-2) 是 一 组 阶 数 为 1 的 独立 齐 次 线 
性 代数 方程 。 这 样 ,有 % 十 1=5 个 独立 方程 。 另 外 , 按 各 支 路 含有 
的 元 件 性 质 ， 还 可 以 写 出 了 个 支 路 电 廊 和 支 路 电压 的 关系 式 。 所 
以 ,未 知 量 为 28 个 ,一 共有 28 个 独立 方程 。 这 种 方法 虽然 直接 ， 
但 是 方程 数目 太 多 ， 所 以 如 何 减少 方程 的 数目 是 下 面 要 讨论 的 
问题 。 
由 于 关联 和 矩阵 A 和 人 割 集 关 失 阵 Q 之 问 可 以 通过 非 奇 异 变换 
连 系 起 来 ($2-4), 即 
Q=DA 
所 以 KCL 还 可 以 写 为 
Qi,=0 
其 实 ， 上 式 恰好 表明 通过 任何 一 个 闭合 面 的 电流 的 代数 和 恒 等 
于 零 。 
选择 GG 的 一 个 树 史 , 置换 矩阵 全 的 各 列 , 使 之 按 先 连 支 , 后 树 
支 的 次 序 排 列 ， 并 把 支 路 电流 列 向 量 的 各 元 素 按 同一 次 序 排列 (i， 
是 bx1 阶 的 ), 则 式 (3-1) 可 写 为 
，53 " 


到 
[An |! a |- 
各 
其 中 i 对 应 连 支 电 流 ,is 对 应 树 支 电 流 。 把 上 式 乘 出 后 , 有 
AitAi,=0 
入 ti 一 一 人 ll 
由 于 As 是 非 奇 蜡 的 , 所 以 
= ANA 
这 样 , w 个 树 支 电 流 可 以 用 5 一 n= 1 个 连 支 电流 来 表达 。 上 式 还 
可 写 为 


或 =[11~—(ANAN)’I 
=BFi, 
所 以 5 个 支 路 电流 可 以 用 工 个 连 支 电 瀛 来 表达 。 
同 理 ,在 式 (3-2) 中 , 如 用 f- 回路 矩阵 Be， 且 把 3 的 各 列 按 
先 连 支 ,后 树 支 分 抉 ,将 有 (u, 对 应 连 支 电 压 、u, 对 应 树 支 电压 ) 


un 
[1 | 人 国 


ui 
Wi+Brnzu,=0 
= —Bnaus 


就 是 说 , 1 个 连 支 电压 可 以 用 * 个 树 支 电压 来 表达 。 上 式 还 可 写 为 
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us 一 Qyua， 
即 56 个 支 路 电压 可 以 用 4% 个 树 支 电压 来 表达 。 
从 以 上 的 讨论 中 可 见 ,无 论 是 支 路 电流 , 或 者 是 支 路 电压 ， 并 
不 全 部 都 是 独立 的 。 基 尔 付 夫 定 律 的 约束 使 得 5 个 支 路 电流 可 以 
用 ? 个 适当 选择 的 独立 电 旋 变 量 来 表示 , 同样 , 5 个 支 路 电压 可 以 
用 ”个 适当 选择 的 独立 电压 变量 来 表示 。 下 面 要 介绍 的 节点 法 、 
回路 靶 和 割 集 法 就 是 以 这 个 思想 为 基础 的 。 


83-2 节点 法 

如 以 连通 图 G 来 表示 一 个 具有 个 节点 的 电网 络 , 且 设 某 一 
节点 v0 为 参考 ， 其 余 节 点 对 此 参考 节点 的 电压 简称 为 节点 电压 ， 
名 个 节点 电压 可 以 用 一 个 % 阶 列 向 量 us 来 表示 。 如 果 某 些 节点 与 
参考 节点 之 间 无 直接 的 支 路 联接 ， 则 可 设想 在 它们 之 间 存 在 虚设 
支 路 , 这 样 并 没有 增加 节点 的 数目 。 这 样 一 来 , n 个 节点 电压 就 是 
?个 树 支 电 压 了 ; 这 个 树 的 树 支 就 是 节点 与 参考 节点 之 间 的 支 路 。 
所 以 可 以 把 它们 选 为 一 组 独立 揭 电 压 变量 。 或 者 ， 还 可 以 失 另 外 
一 个 角度 来 考虑 ,m 个 节点 电压 之 间 不 存在 任何 闭合 路 , 因此 它们 
相互 之 间 不 受 KVL 的 约束 ， 就 是 说 它们 的 任何 组 合 的 代数 和 不 
会 等 于 零 , 所 以 是 线性 独立 的 。 

联接 于 节点 7 和 节点 8 的 支 路 ,如 以 ,表示 此 支 路 电压 , 则 
按 玉 VL，%s 将 是 节点 电压 wr; 和 zs 之 差 , 邯 

Lt 

其 中 ws、 Wns 分 别 为 节点 7 和 s 之 节点 电压 。 如 果 8 为 参考 节点 
W， 则 ws 二 Wsr， 就 是 说 该 支 路 电压 等 于 节点 7 的 节点 电压 。 

5 个 支 路 电压 可 以 用 个 节点 电压 来 表示 ,如 以 列 向 量 出 表 
示 支 路 电压 , 则 


Us=Cu, 
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其 中 矩阵 C 的 每 一 行将 只 具有 两 个 非 零 元 素 , 即 1 和 一 1， 这 是 
因为 一 条 支 路 只 与 两 个 节点 关联 , 所 以 只 与 两 个 节点 电压 有 关 ; 且 
不 难看 出 矩阵 C 的 元 素 cs 是 按 下 列 定义 求 出 的 : 
cw 二 1， 当 支 路 i 与 节点 j 关联 , 且 支 路 方向 背离 节点 j; 
cy 二 一 1， 当 支 路 与 节点 关联, 且 支 路 方向 指向 节点 了 
26 一 0， 当 支 路 # 与 节点 了 无 关联 。 
与 可 8 的 关联 矩阵 A 比较 ,C 恰好 是 A 的 转 置 。 因 此 , 有 
mu 一 Arun (3-3) 
以 图 3-1 为 例 , 如 节点 电压 用 Wn1, wno、 tns 来 表示 , 则 各 支 路 电 
压 将 是 ;ww 1=w 一 Wg， as3 一 一 bl 十 sirs， 吴 开 一 anl 一 bai) 一 snty 


24 一 tr 一 azs， W365 一 Uns， 6 一 一 za2 而 关联 矩阵 全 的 转 置 是 


1 -1 0 

-1 01 

Ar 1 0 9 

0 1-1l 

0 0 1 

0 -1 0 

不 难 验证 WA, 

按 定理 2-3， 有 BA” 一 0， 两 边 飞 以 us， 将 有 

BA™u,—0 

但 是 , 按 式 (3-3)， 有 us 一 A"u,， 北 得 
Bu, =0 


这 恰好 是 KVL。 可 见 ,us 一 人 "uv 可 以 用 来 代替 Bus 一 0, 或 者 说 ， 
用 了 式 (3-3)，KVL 就 自动 地 得 到 满足 。 
另外 , 按 KCL 还 有 
Ai =0 
上 式 与 式 (3-3) 是 节点 法 的 两 个 基本 关系 式 。 
。56。 


要 写 出 电网 络 的 方程 , 还 必须 根据 各 支 路 的 其 体内 容 , 列 出 支 
路 电流 与 支 路 电压 的 关系 。 对 于 四 

线性 时 不 变 网 络 ,通常 采用 图 3-2 

所 示 的 一 般 支 路 , 其 中 i 和 wos | 蕊 区 0 


分 别 为 独立 电流 源 与 电压 源 的 电 For 
流 和 电压 。 若 用 拉 氏 变换 ， 并 设 Ss 
苦 值 初始 条 件 , 则 有 图 3-2 一 般 支 路 


Ut) (srt Bt Tne)} Uls) 
下 面 为 了 简化 起 见 , 把 电压 和 电流 括号 中 的 s 略 去 面 简写 为 Du， 
有 等 。 令 马 一 se 十 玉 十 二 Sr 为 支 路 下 的 运算 阻抗 , 则 上 起 可 


简化 为 
UZ Ts +Uo 
或 Tra=YiUsrt Ta YU 
式 中 了 ;二 1/ 各 , 即 支 路 的 运算 导 纳 。 
如 果 各 支 路 的 电感 之 间 不 存在 互感 ， 则 支 路 电压 列 向 量 和 支 
路 电流 列 向 量 之 间 的 关系 可 乱 为 
一 Z0k 一 1) 二 OU 
式 中 也 为 支 路 阻抗 矩阵 , 书 是 一 个 对 角 阵 , 其 主 对 角 元 素 即 各 支 路 
的 运算 阻抗 ， 忆 一 diagE2， Go …， 和 ]， 而 支 路 电压 列 向 量 Us 一 
[U6 Usz … Daj 7”， 支 路 电流 列 向 量 工 一 [zab Ta Ts] ”电流 
源 列 向 量 了 一 [I，Ts，…，Iw1"; 电 压 源 列 向 量 De 一 [Zoo 
De。 
如 令 卫 =Z7!， 则 YY 二 diag[Y1,Y 了 2,…, 了]， 将 有 
LE=YUV,+L,— YU 
按 式 (3-3)， 有 如, 二 A”Us, 代 入 土 式 ， 
。57 。 


YAU +L —YU, 

但 是 AL=0, 所 以 得 
AYAU,+AL.—AYU,=0 

AYAU,=—Al+AYU, 
令 Y.: 人 AYA”Q@ 为 节点 导 纳 抢 阵 , 则 上 式 可 写 为 

YaUn= 一 ALTAYU。 
这 就 是 所 要 的 节点 方程 。 如 令 fw 会 一 AL 十 AYU。 则 节点 方程 为 

YaUs=Is 
Us 解 出 后 , U。 和 J, 就 不 难 求 出 。 
例 3-1 写 出 图 3-3a 所 示 电 网 络 的 节点 方程 。 


ai aLs @ ® 
1 WW 3 
@ 


(a) {8) 
图 3-3 例 3-1 图 
解 ” 电 网 络 的 有 向 图 如 图 3-3 8 所 示 ， 其 中 节点 和 支 路 均 已 
标号 。 以 节点 @ 为 参考 ,关联 矩阵 全 为 
100 1 0 0 
0 0 0-1 1 1 
0 1 1 0-1 0 


A= 


支 路 时 纳 短 阵 为 Ydia9| Gu Gu Gu se sTey 电流 源 列 向 
量 卫 =[ 一 Tiy0,0,0,0,0]?， 电 压 涯 列 向 量 U,=0。 节 点 导 纳 矩 
阵 为 

@ “会 "表示 "“ 捷 定 义 等 于 "。 
。 538 。 


G 0 1 0 0 
0 G » 0 0 0 1 
0 0 G :» 5 0 0 1 
x ， ss 9 1 一 0 
1 0 0 1 一 ! 
1 
一 1 
0 0 0 0 ra 0 0 
G1t+al —sL 0 
=) 一 3 了 etala+ 证 一 8 工 5 
0 一 8F6 Gs+Gs+aLs 
一 fa 
Al,=| 0 
0 
所 以 节点 方程 为 
Gitsh 一 8 0 Un 
1 
—aL stsLs tao 一 B 了 5 四 
0 一 8 了 5 如 3 十 Ga 十 3 也 5 De 
Ts 
一 | 0 
0 


当 网 络 中 存在 互感 和 受 控 电源 上 时， 情况 将 与 上 面 所 讲 的 略 有 
不 同 , 主要 反映 在 支 路 电流 与 支 路 电压 之 间 的 关系 中 。 下 面 将 通过 
一 个 具体 例子 来 说 明 处 理 的 方法。 


， 359 ， 


例 3-2 图 3-4a 所 示 电 网 络 ， 电 感 Ls 和 之 间 存 在 互感 

了 Hs, 电压 控制 电流 源 的 电流 Tes 为 gwDs, 其 中 Us 为 电容 0s 上 的 
电压 。 以 节点 @ 为 参考 , 写 出 节点 方程 。 

at Os 图 14 


图 3-4 具有 互 夸 和 受 按 源 的 电网 络 
解 支 路 3 和 支 路 4 之 间 的 电流 、 电 压 关系 为 


[= Mae | 
Us Mya Ts lls 


[Ji 2] [oi] 
1) silMy Le: (Us 


La — Ma 
-| s(Lsl— Mi) 四 


所 以 ， 


~— Ma Ls uh 
slLsL— ME) slLsbs— MY) 


Ee 二 as 

3A sh IrUs 

Su la) 
sh sh 


式 中 A = 了 Du 一 Mt 
支 路 2 的 电流 ,电压 关系 是 
Us= ZTs 十 Tez)》 
Ts =G20a— gaUs 
由 此 得 出 支 路 导 纳 矩阵 
a0 


G0 0 0 0 
0 G0 0 —gn 


LE —My 
Y= 0 A sa 0 


My Ls 
0 0 5A aA 


0 0 0 0 so 
按 图 3-45 可 写 出 关联 矩阵 


10 1 00 
A=lo 0~-1 11 
01 0-10 
Ys=AYA” 
也 4 十 型 zs 
WY 5 aA 
_ +t+Mys Lt+Lt2M _Lsti+ My 
Y= sA sh tsCs sh 
Ma _Lst+My_ Ls 
A I Gt iA 


sA 
工 =[ 一 To0,0,00,0]” Us=0 


Ta 
~AL=| 0 
0 


Us Ta 
故 得 节点 方程 。 Yn 区 | 0 
Uns 0 

83-3 路 法 


前 面 已 经 指出 5 个 支 路 电流 可 以 用 个 过 支 电 荡 来 表示 。 设 
想 一 个 单 韦 支 回路 ,并 假设 达 支 中 电流 连续 在 回路 中 流动 , 这 种 假 


él, 


想 的 连续 电 访 称 为 回路 电流 , 它 流 进 任 一 池 点 , 必 同 时 流出 此 同一 
节点 。 个 过 支 电流 可 以 确定 了 个 回路 电 
语 ， 而 树 支 中 的 电流 将 是 这 些 回路 电流 的 

-一 


组 合 ( 即 代数 和 )。 把 图 3-1 所 示 的 图 ， 重 
画 于 图 3-5 中 。 以 支 路 1、2,3 为 树 ,图 3-5 
中 画 出 了 三 个 单 连 支 回 路 ， 以 及 相应 的 加 6 


路 电流 iizz its; 从 图 中 可 以 看 出 : 图 3-5 条 路 电流 
让 4 一 让 iss=is 
=irs b=inirs 
b=in— i bs=—$atis 
如 果 写 出 f- 回路 矩阵 , 则 有 
45 6 1 2 3 
i100 1 1 0 
Bj= 
010 一 1 一 二 
0 0 1:—1 0 1 
不 难 验 证 : 
ise 
iss ， 
i bn 
> 
i | 
> bs 
Vo2 
ts 
天 i =BFit (3-4) 


其 实 , 这 个 关系 式 在 53-1 中 已 经 得 出 ,不 过 这 里 的 已 是 回路 
电流 。 按 定理 2-3, 有 


AB?=0 
两 边 乘 以 记 , 得 


.62 。 


ABYi: =0 
Ai,=0 
这 恰好 是 KCL, 可 见 这 个 关系 式 是 以 Ais =0 为 基础 的 , 就 是 说 ， 
用 了 式 (3-4), KCL 就 自动 地 得 到 了 请 足 。 
如 果 任意 假想 一 组 回路 电流 iix 为 1 阶 ), 并 认为 支 路 电流 
是 有 关 回 路 电流 的 组 合 , 则 不 难得 出 
i; =Briy 
其 中 卫 为 对 应 的 回路 矩阵 。 只 要 号 的 获 是 5 na 一 下 则 这 一 组 回 
路 电流 将 是 独立 的 。 上 面 用 选 树 的 办 法 , 并 以 连 支 电流 作为 回路 电 
流 只 是 许多 可 能 中 的 一 种 。 
对 于 平面 网 络 来 说 ， 可 以 用 网 筷 电 流 , 
(外 网 孔 不 计 在 内 ) 作为 回路 电流 。 图 3-6 2 
为 一 个 平面 图 ， 其 支 路 数 5=9， 节 点 数 
和 二 6, 网 孔 数 二 4。 若 以 网 孔 作 为 回路 ,并 
令 回 路 方向 均 为 旺 时 针 方 向 ， 其 回路 焦 降 图 3-。 网 筷 电 
( 称 为 网 孔 给 阵 ) 为 
1 2 
1 1 0 
1 
0 


1 
- 

1 
- 
2 

or 


Bn= 2|0 

310 

4lo 0 
由 于 每 一 支 路 只 与 两 个 网 孔 有 关 《〈 除 了 那些 与 无 限 面 即 外 网 孔 有 
关 的 外 ), 矩阵 Bw 在 形式 上 与 关联 息 阵 A 相似 。 如 果 把 无 限 面 作 
为 外 网 孔 并 指定 其 方向 为 逆 时 针 方 向 , Bw 将 加 一 行 , 这 时 的 Be 的 
每 一 列 将 具有 两 个 非 零 元 素 , 即 一 个 1 和 一 个 一 1, 其 余 均 为 零 。 这 
种 情况 下 的 Ba 与 A。 相 似 。 其 实 ， 从 平面 图 的 对 侦 关 系 , 不 难得 
出 这 个 结论 。 


coro%m 
~oow 


1 0 —1 0 
0 0 0 -1 ~1 一 1 
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Be 的 秩 丛 好 等 于 网 孔 数 , 即 5 一 4, 也 就 是 连 支 数 1; 其 证 明 方 
法 与 证 明 关联 矩阵 A 的 秩 为 # 相 类 似 。 由 此 可 见 ，B。 是 回路 基 
秆 阵 , 网 所 电流 是 一 组 独立 的 回路 电流 。 

要 和 写 出 电网 络 的 回路 方程 ， 仍 可 采用 图 3-2 的 一 般 支 路 。 在 
考虑 到 具有 互感 和 受 控 源 的 情况 下 , 支 路 电压 列 阵 将 是 

Us =Z(T 一 站 十 U。 
其 中 乙 是 支 路 阻抗 矩阵 , 其 主 对 角 元 素 为 各 支 路 阻抗 , 非 主 对 角 元 
素 则 考虑 到 互感 以 及 爱 控 源 等 。 堵 设 回路 电 该 列 向 量 为 工 《 阶 数 
为 Lx 了 ,回路 矩阵 为 B,, 则 有 
b=BIL 
BU, =0 
根据 以 上 诸 式 , 化 简 后 ,得 
BZBIT =B.ZL,— BiU, 
车 以 Z. 人 会 B1ZBF,Z, 称 为 回路 阻抗 抵 阵 , 则 有 
ZT =B,Z1—BiU, 
上 列 是 一 组 (3 一) 或 ! 个 线性 狼 立 的 方程 。 解 出 工 ,得 
T=Z "BZ1—2Z. BiU, 

I 求 出 后 ,不 奴 求 出 I。 和 U,。 

下 面 的 具体 例子 将 说 明 回 路 方程 的 编写 方法 。 

例 3-3 图 3-7a 所 示 电网 络 ,其 图 如 3-75 所 示 , 若 以 网 也 为 


rns 


sh A Ls A 


(B) 
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回路 , 写 出 其 回路 方程 。 


解 ”回路 矩阵 Bi 为 
1 0 1 0 0 0 
B=|0 1 -100 1 
0 0 0 11 一 1 
sh 8Ma 0 0 0 0 
sMis sr 0 0 0 0 
0 0 RE 0 0 0 
Z=|0 0 -rw 本 0 0 
0 0 0 0 Ro0 
1 
0 0 0 0 0 EA 
8Li+BRs 3M,— Rs 0 
1 1 
sMis—FRs slst+Rat -一 -六 
Z,=BiZB? = SO 0s 
1 1 
—Tm rm RtBt iG 
一 Ba 
BU,=| 0 
0 
故 得 回路 方程 为 
sLit+Rs ssM:—Es, 0 
Moa—Ry slst Rt i 一 工 Tu | [oe 
Mi a 5 了 2 十 ls 3 的 ra |=| o 
一 -1 1 lis 0 
Tm Tn Bt+Rst sg 
$3-4 制 集 法 


割 集 法 与 回路 法 具有 对 候 性 质 , 且 与 节点 法 类 似 。8 3-1 中 已 
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经 指出 ,由 于 Brus =0, 可 得 出 
=Qgu， 
如 果 把 确定 产 割 集 的 单 树 支 的 电压 作为 割 集 电 压 ue，ue 的 方向 
与 at 的 方向 一 致 , 则 金 部 支 路 电压 就 可 以 用 割 集 电压 来 表示 。 这 
个 概念 还 可 以 推广 到 任何 割 集 , 即 只 要 驴 是 割 集 基 矩阵 ， 则 总 存 
在 下 列 关 系 式 : 
mm 一 Qru。 (3-5) 

其 中 为 剖 集 电 正 列 向 量 。 任 一 个 割 集 把 一 个 连通 图 的 节点 分 
划 为 两 个 节点 集合 , 割 集 电压 就 是 这 两 组 节点 之 间 的 电压 , 即 节 偶 
之 间 的 电压 , 可 见 割 集 电压 是 一 种 假想 的 电压 , 如 同 回路 电流 是 一 
种 假想 的 电流 。 对 六 割 集 来 说 , 割 集 电 压 就 是 树 支 电压 8 3-2 中 
的 节点 电压 可 以 看 作 是 一 种 特殊 的 割 集 电 压 。 

不 难看 出 , 由 于 BQ? = 0, 两 边 柔 以 ae 得 

BQTu,=0 
如 以 Que=u 代入 上 式 ,得 
Bu, =0 

可 见 式 (3-5) 可 以 用 来 代 六 Bu 一 0, 或 者 说 ,用 了 式 (3-5),，KVL 
就 自动 地 得 到 满足 。 

另外 , 按 KCL, 还 有 

Qi, =0 

此 式 与 式 (3-5) 是 割 集 法 的 基础 。 

对 于 线性 时 不 变 网 络 , 用 割 集 法 来 写 网 络 的 方程 , 仍 可 以 采用 
图 3-2 的 一 般 支 路 。 支 路 电 蔬 列 向 量 与 支 路 电压 列 向 量 之 间 的 关 
系 可 写 为 

B=YU, 十 1 一 YU。 

其 中 Y=Z 1 是 支 路 导 纳 和 矩阵 , 它 是 支 路 阻抗 矩阵 乞 的 送 矩 阵 。 按 
式 C3-5), 有 
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Us, =Q"U, 

其 中 U 为 割 集 电压 列 向 量 。 

,=YQ"U,+I~YU, 

QE =QYQU, +QL ~QYU, =0 
故 得 
QYQTU,=—QI,+QYU, 

如 以 Ye 人 QYQ” 为 害 集 导 纳 和 矩阵, 则 有 

YU,=—QL,+QYU, 
这 就 是 所 需要 的 割 集 方程 。 可 以 解 得 

U.=—Y. Ql +Y. IQYU, 
例 3-4 写 出 图 3-8a 所 示 的 电阻 网 络 的 割 集 方程 。 选 择 

天 - 割 集 如 同 图 五 所 示 。 


(Co) (By 
图 3-8 例 3-4 图 


解 齐集 答 阵 为 


1100 0 
Q=|I1010 1 
0001—1 


支 路 导 纳 短 阵 为 了 二 diag[ G1, gs Ga Gu gs]。 
GitGs Gi 0 
ever Gt Gs+0s -| 
日 一 人 5 Git+Gs 
os 


故 有 割 集 方程 : 


GitG, G 0 Uo Ta 
[ea Gt+Gs+Gs —Gs Us|=| 0 
0 —Gs Gt+Gs lV) [一 Ta 


当 用 于 割 集 时 , 可 以 任 选 一 个 树 ， 使 得 这 个 树 的 树 支 可 以 根 
据 需 要 包含 那些 有 关 的 元 件 ， 所 以 割 集 法 具有 一 定 的 灵活 性 。 它 
特别 适用 于 非 线性 电路 以 及 状态 变量 法 。 下 面 先 考虑 非 线性 电阻 
网 络 的 方程 。 

电压 控制 电阻 元 件 和 电流 控制 电阻 元 件 的 伏 安 特性 分 别 用 下 
列 方程 来 描述 : 

i=g(u) 4=7(i) 

其 中 gCw) 和 ?7( 让 分 别 为 w 和 ;的 函数 ， 一 般 并 不 存在 其 逆 函 数 。 
所 以 ,方程 中 就 不 多 许 出 现 9 we) 和 ?71(i)， 这 种 情况 与 线性 网 
络 是 不 同 的 。 

把 网 络 中 的 一 般 支 路 分 为 两 种 不 同类 型 ， 如 图 3-9a、5 所 示 ， 


ok 
vak 
十 - + - 
一 一 一 一 一 -一 一 一 
a sp 


《Gy 8) 
图 3-9 非 线性 电阻 支 路 


其 中 a 为 电流 控制 电阻 支 路 ，5 为 电压 控制 电阻 支 路 。 对 图 4 
来 说 ， 
We = is ier) 
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对 图 5 来 说 ， 

bs = (Wu 一 oz) 
注意 , 式 中 7.(*)，gs(*) 表 示 相 应 的 非 线性 函数 。 现 在 再 作 如 下 
的 假设 : 可 以 选择 一 个 树 ， 使 得 全 部 电流 控制 电阻 支 路 为 树 支 ， 
全 部 电压 控制 电阻 支 路 为 连 支 ,这 种 树 称 为 特有 树 (proper tree)。 
对 于 实 足 这 样 条 件 的 非 线性 电阻 网 络 ， 其 割 集 方程 可 用 下 列 方法 
来 编写 。 

令 ii 和 i 分 别 为 连 支 电流 和 树 支 电流 列 向 最 ， 并 令 i 和 us 
分 别 为 电流 源 和 电压 源 列 向 量 。 这 样 ， 金 部 电流 控制 电阻 支 路 可 
用 下 面 的 向 量 关系 式 来 描述 : 

ui=r(i,—is) (a) 
其 中 r(*) 是 以 非 线 性 浮 数 7(*)，ri(，) 等 为 元 素 的 列 向 量 。 同 
理 , 金 部 电压 控制 电阻 支 路 可 用 下 面 的 向 量 关 系 式 来 描述 ; 

=g(W—%,) (5) 
其 中 &(*) 是 以 非 线性 函数 g;(, ), gs(') 等 为 元 素 的 列 向 量 。 

车 网 络 中 还 有 线性 电阻 支 路 ， 则 特有 树 的 树 支 除 应 包括 全 部 
电流 控制 电阻 支 路 外 , 还 将 包括 部 分 线性 电阻, 而 连 支 将 包 插 金 部 
电压 控制 电阻 支 路 以 及 一 些 线性 电阻 。 

按 所 选 的 特有 树 , 写 出 六 前 集 和 矩阵 ,各 支 路 应 按 先 连 支 , 后 树 
支 的 次 序 予 以 标号 。 这 样 ， 

Q/=[Qi 1] 
另外 , 由 KCL 给 出 
Qi =0 
或 Qnii= -i {ce) 
-回路 矩阵 Bj 将 是 
B=[l 一 Gy 
由 素 VL 给 出 
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Brus =0 
ui 一 Quu (a) 
在 以 上 的 四 个 关系 式 ,Bo.& 中 ,已 知 的 有 志 ,uo、r('),9(*) 以 及 
Qi,, (后 者 是 按 网 络 的 图 列 出 的 )， 而 末 知 量 为 iu 和 ui。 不 
难 从 式 .5,c、d 中 消去 其 中 三 个 而 求 得 其 中 一 个 ,具体 步骤 如 下 ; 
a=QFur(i,—i) 
=QFur( ~—Qni ~i) 
从 式 5 有 =g(u—u,) 
故 
ui=Qyur( 一 Qrug(u 一 ao) 一 i) 
上 式 是 以 u, 为 未 知 量 的 一 个 向 量 隐 含 方程 , 其 解析 解 一 般 是 无 法 
求 得 的 。 
如 以 h(ur) 定 义 上 式 的 右 方 , 则 .上 式 可 简化 为 
uu=h(u) 
注意 , 在 以 上 的 推导 过 程 中 没有 用 到 7 1(') 或 g1(-)。 
状态 变量 方程 的 编写 方法 在 下 一 节 介绍 。 


§3-5 状态 方程 

“状态 "是 系统 理论 中 的 一 个 基本 概念 。 一 个 系统 的 状态 是 在 
某 给 定时 间 对 该 系统 所 必须 具备 的 最 少量 的 信息 ， 述 同 该 时 间 的 
输入 , 可 以 完全 确定 系统 今后 的 特性 。 在 电网 络 中 , 粗略 地 说 ， 状 
态 就 是 在 某 一 给 定时 间 to 网 络 中 存在 的 一 组 独立 的 初始 条 件 , 状 
态 变量 就 是 一 组 独立 的 动态 变量 , 它们 在 to 时 的 值 组 成 了 在 该 时 
刻 的 状态 。 状 态 方程 就 是 用 状态 变量 来 表达 的 一 组 独立 的 一 阶 微 
分 方程 ,其 一 般 形式 如 下 : 

=Ax+Bv 

其 中 工 称 为 状态 向 量 , 而 v 称 为 输入 向 量 ，A 和 BB 为 系数 矩阵 , 文 
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表示 全 。 上 烈 方程 有 时 称 为 向 量 微分 方程 。 


对 于 线性 时 不 
作为 状态 变量 。 为 
只 克 许 独立 电流 源 


变 的 电网 络 ， 通 常用 电容 上 电压 和 电感 中 电流 
了 简化 讨论 起 见 ,对 各 支 路 的 结构 作 如 下 限制 : 
跨 接 在 电容 (或 电导 ) 上 ， 独 立 电压 源 只 能 与 电 


感 (或 电阻 ) 申 联 , 如 图 3-10 所 示 。 各 支 路 电流 与 支 路 电压 的 关系 


将 为 


io= Ode 4 jose io=Gua tis 


at 


w= us Wa= Big ta 


一 
jg 


ye 
fx RB + 一 
一 


Mar 
0 ss Lb vO 


ws 


bd 
ag 
6 
Wa 


图 3-10 支 路 结构 


下 面 将 先 就 一 种 情况 来 讨论 ， 即 假设 在 网 络 中 不 存在 任何 包 


含 纯 由 电容 构成 的 


回路 和 纯 由 电感 构成 的 割 集 。 这 样 就 能 保证 选 


择 一 个 特有 树 , 其 树 支 可 以 包括 所 有 电容 ， 可 能 还 加 上 一 些 电导 ， 


但 不 包含 任何 电感 
这 是 因为 当 无 电容 


,其 连 支 包括 所 有 电感 ， 可 能 还 加 上 一 些 电阻 ; 
回路 时 , 所 有 电容 能 被 选 为 一 个 树 的 树 支 ,而 当 


无 电感 割 集 时 , 电感 就 可 以 不 出 现在 一 个 树 中 。 
对 各 支 路 的 编号 按 下 列 次 序 ; 电阻 .电感 ,电容 ,电导 ， 电 限 和 
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电感 都 在 连 支 中 , 电容 和 电导 都 在 树 支 中 。 这 样 , 支 路 电流 列 向 量 
和 支 路 电压 列 向 量 可 以 分 块 如 下 : 


Us 
: 让 
u=| | 
四 
wo 
其 次 ,定义 下 列 对 角 和 矩阵: 
R 全 diag[ 忆 Ba] 会 diag[ 了 To] 


Cediag[ouCa 9] Gdiag[G Ga .1 
和 电源 询 向 量 : 


按 选择 的 特有 树 ,以 及 上 述 支 路 的 标号 ， 写 出 f- 割 集 答 阵 : 


Qi=[IQn 13 
从 而 有 Qi 一 一 和 
及 =QF uu 


Qua 的 行 数 为 树 支 数 , 列 数 为 连 支 数 。 
如 果 把 Qi 分 块 如 下 : 


Ki KE |}C 
Qra=|- | QFn= 
Ks! Ks 9 


RL 


则 可 得 下 式 ， 
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各 支 路 电流 与 支 路 电压 之 闻 的 关系 可 写 为 


Ur=Riz-F usp 


io =C 和 he + 
js=Guo +iso 


从 以 上 各 式 , 经 整理 后 可 导 得 以 下 诸 式 : 


(a) 
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[ 人 |-Dx+tEv 
ue 


式 中 以 
ie 
| 
XK= v= 
有 Us 
Usr 
其 中 
p=-[2 一 R-IK ] [8 wf 
GK 1 -GK, 0 
[4 一 有 -1K8 TE 0 —R-! 0] 
lekKs 1 to -G 0 0 
从 而 可 以 求 得 
多 二 Ax+By (3-6) 
其 中 
A-[ 0 | 0 tp 
-CK 0 -CK 0 
so| 0 rps] 0 0 0 卫 ] 
CO-K! 0 -Ci0 0 0 


式 (3-6) 就 是 所 需要 的 状态 方程 。 
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在 以 上 的 讨论 中 , 曾 艇 了 一 个 假设 , 即 网 络 中 不 存在 纯 由 电容 
构成 的 回路 和 缉 由 电感 构成 的 割 集 。 在 这 种 情况 下 ， 状 态 方程 的 
叭 数 将 等 于 网 络 中 的 电容 和 电感 的 数目 之 和 , 或 者 说 , 等 于 动态 元 
件 的 总 数 。 这 时 , 独立 初始 条 件数 目 也 就 是 这 个 数目 。 但 是 ,如 果 
网 络 中 存在 由 电容 构成 的 回路 和 由 电感 构成 的 割 集 ， 则 独立 状态 
变量 或 独立 初始 条 件 的 数 生 将 少 于 动态 元 件 的 数 且 。 以 图 3-114 
所 示 网 络 为 例 ， 这 里 有 一 个 纯 电 容 回路 和 一 个 纯 电感 制 集 。 不 难 
看 出 ,应 当 有 

ao 一 Me， iz,=iL, 


Os 五 


(@) (GD) 
图 3-11 纯 电 容 回 罗 和 纯 电感 害 集 

所 以 网 络 的 独立 状态 变量 或 独立 初始 条 件 将 只 有 二 个 。 阅 理 ， 车 
不 考虑 图 3-10 所 示 的 支 路 结构 的 限制 ， 对 于 图 3-115 所 示 的 网 
络 ,其 中 有 一 个 回路 是 由 独立 电压 源 和 电容 构成 , 一 个 割 集 是 由 独 
立 电流 源 和 电感 构成 。 显 然 ， 这 个 网 络 的 独立 状态 变量 也 只 有 
二 个 。 

确定 一 个 网 络 的 动态 性 状 的 独立 状态 变量 数目 也 就 是 揪 述 该 
网 络 的 状态 方程 的 阶 数 。 一 个 网 络 的 独立 状态 变量 数目 等 于 储 能 
元 件 总 数 减 去 独立 纯 电 容 回路 与 独立 纯 电 感 割 集 数目 之 和 , 即 

Ra =Ror— (nots) 
.7 


其 中 m4 一 独立 状态 变量 数目 或 状态 方程 的 阶 数 
?05 二 电容 和 电感 元 件 的 总 数 
#o 一 纯 由 电容 (其 中 可 能 包含 独立 电压 源 ) 狗 成 的 独立 
回路 数 
nz 三 纯 由 电感 (其 中 可 能 包含 独立 电流 源 ) 构 成 的 独立 
割 集 数 

证 明 是 很 简单 的 。 因 为 对 任何 纯 由 电容 (其 中 可 能 包含 独立 电 
压 源 ) 构 成 的 一 个 回路 来 说 , 其 电容 上 电压 将 受 KVL 的 约束 ; 同 
理 ， 对 任何 纯 由 电感 (其 中 可 能 包含 独立 电流 源 ) 构 成 的 一 个 割 集 
来 说 ,其 电感 中 电流 将 受 KCL 的 约束 。 因 此 , 如 果 这 种 独立 电容 
回路 和 独立 电感 割 集 的 总 数 为 (so 十 4z)， 则 noz 个 状态 变量 受到 
《mc 十 %z) 个 独立 方程 的 约束 。 换 言 之 ， 独 立 状态 变量 数 相应 地 减 
少 了 (not Ry) 

对 于 一 个 复杂 网 络 来 说 ， 要 找 出 这 种 独立 电容 回路 和 独立 割 
集 的 总 数 ， 有 了 时 是 很 不 容易 的 。 下 面 介绍 的 一 种 方法 是 把 网 络 的 
图 变化 为 两 种 不 局 的 子 图 , 然后 按 所 得 的 子 图 就 很 容易 确定 no 和 
Nr 。 

以 图 3-12a 所 示 的 网 络 为 例 , 其 中 电容 的 总 数 为 7, 电 感 的 总 
数 为 4。 同 图 5 画 出 了 该 网 络 的 图 G8, 其 中 把 电容 ,电感 ,电阻 、 独 
立 电 压 源 和 独立 电流 源 都 作为 一 个 支 路 。 把 G 的 所 有 电感 ,电阻 和 
电导 ,及 独立 电 瀛 源 支 路 开 断 ( 即 把 支 路 移 去 ) 后 所 获得 的 子 图 , 称 
为 图 O", C” 中 将 只 含有 电容 支 路 和 独立 电压 源 支 路 ,把 G 的 所 有 
电容 ,电阻 和 电导 、 及 独立 电压 源 支 路 短路 ( 即 把 支 路 联接 的 两 个 
贡 点 合 而 为 一 ) 后 所 获得 的 子 图 , 称 为 图 2,L" 中 将 只 含有 电感 支 
路 和 独立 电流 源 支 路 。 子 图 0” 和 可 能 包含 几 个 互 不 相交 的 部 
分 0” 中 独立 回路 数 等 于 wo, Z" 中 独立 割 集 数 等 于 rz。 以 图 3-12 
为 例 ,nico 二 11,%o 二 3,84 二 2, 故 %4 二 6。 
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吏 3-12 于 图 0C” 和 I 


当 一 个 网 络 包含 纯 由 电容 和 构成 的 回路 和 纯 由 电感 构成 的 割 集 
时 , 则 无 法 找到 一 个 树 , 其 树 支 能 包括 全 部 电容 ， 其 过 支 能 包括 全 
部 电感 ; 或 者 说 , 前 而 所 讲 的 特有 树 将 不 存在 为 了 解决 这 个 障碍 ， 
引入 了 正常 树 (normal tree) 的 概念 ,一 个 正常 树 的 树 支 包含 尽 可 
能 多 的 电容 和 尽 可 能 少 的 电感 。( 以 上 寺 论 仍 设 支 路 结构 受 图 3-19 
所 示 的 限制 )。 选 择 了 正常 树 后 , 把 所 有 树 支 电 容 电压 和 所 有 连 支 
电感 电流 选 为 状态 变量 ,然后 按 前 面 的 步骤 把 非 状 态 变量 消去 , 就 
可 以 列 出 网 络 的 状态 方程 , 详细 过 程 可 参 回 有 关 专 车 , 这 里 不 再 细 
述 。 


83-6 节点 导 纳 行列 式 的 拓扑 公式 


某 些 网 络 函 数 , 如 网 络 的 驱 点 函数 和 转移 函数 ,都 可 以 直接 根 
据 网 络 的 图 写 出 它们 的 公式 ， 而 不 必 通 过 行列 式 和 余 因 式 的 展开 
来 求 得 。 这 类 公式 称 为 拓扑 公式 。 在 基 尔 霍 夫 和 考 克 斯 书 等 入 的 
著作 中 已 经 提出 过 类 似 的 公式 ; 本 世纪 50 年 代 前 后 对 这 些 公式 重 
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新 发 生 了 兴趣 ， 并 有 所 发 展 。 拓 扑 公式 在 网 络 分 析 和 综合 中 都 获 
得 了 应 用 。 在 网 络 分 析 中 ， 这 类 公式 的 显著 特点 就 是 它们 提供 了 
计算 网 络 行列 式 的 一 个 简捷 的 方法 ， 即 避免 了 行列 式 展开 过 程 中 
一 些 项 相互 抵消 的 运算 ; 不 过 应 用 这 类 公式 时 必须 列 出 图 的 全 部 
树 ,而 树 的 数目 之 多 是 惊人 的 , 因而 对 大 型 网 络 来 说 ， 这 类 公式 的 
实用 意义 是 不 大 的 。 

在 介绍 拓扑 公式 之 前 , 先 补充 关于 关联 矩阵 的 一 个 重要 性 质 ， 
即 连通 图 的 关联 矩阵 A 的 一 个 非 河 异 子 卸 阵 的 行列 式 值 应 等 于 1 
或 一 1。 这 可 以 证 明 如 下 ; 由 于 矩阵 A 的 每 一 列 最 多 只 能 包含 两 个 
非 零 元 素 , 即 一 个 1 和 一 个 一 1。A 的 一 个 非 奇 异 子 抑 阵 的 任何 列 
不 能 都 为 零 , 而 且 每 列 不 能 都 包含 一 个 1 和 一 个 一 1， 否 则 行将 线 
性 相关 , 因而 违反 了 非 奇 异 的 条 件 。 所 以 , 至 少 应 当 有 一 列 中 只 含 
有 一 个 非 零 元 素 即 士 1。 按 此 列 展开 行列 式 , 得 
A=+1A;y 
其 中 As 为 此 非 零 元 素 的 余 因 式 。Aij 与 原 行列 式 的 结构 应 当 是 
一 样 的 ， 它 应 当 有 一 列 其 中 只 有 一 个 非 零 元 素 即 士 1。 把 Asy 按 这 
一 列 展 开 ; 这 样 继续 下 去 , 最 终 获 得 

和 = ( 士 1)( 士 1])…( 士 1)= 士 1 

下 面 介绍 矩阵 代数 中 的 一 个 定理 , 毕 内 - 柯 西 (Binet-Cauchy) 
定理 。 此 定理 是 后 面 用 来 证 明 所 有 拓扑 公式 的 一 个 重要 依据 ， 其 
内 容 如 下 : 

令 和 矩阵 了 的 阶 数 为 rxn, 佐 阵 昌 的 阶 数 为 nxm(P 和 QQ 的 
元 案 可 能 是 实数 ,复数 或 滩 数 等 ), 并 令 wn。 算 阵 乘 积 PQ 的 行 
列 式 值 为 

det (PQ)= D>J(P 和 Q@ 对 应 大 子 式 的 乘积 ) 

式 中 求 和 是 对 全 部 大 子 式 进行 的 。 

定理 中 的 所 谓 大 子 式 是 指 最 高 阶 子 矩阵 的 行列 式 , 即 % 阶 , 因 
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为 P 的 阶 数 为 jxnCm<<n)。 上 式 中 “对 应 "二 字 的 含意 如 下 : 如 
选 卫 的 大 子 式 的 列 为 P 的 六 ,j2,…, jm 列 ， 则 Q 的 对 应 大 子 式 的 
行 应 当 是 Q 的 j js, ;知行 此 定理 的 证 明 可 参阅 数学 专著 。 作 
为 例子 , 考虑 下 列 两 个 矩阵 ， 


2 3 4 
?=| 1 2 ;| Q= 
大 子 式 的 阶 数 为 2, 用 毕 内 -- 柯 西 定理 有 


_|2 3| 3 6 2 4||3 6 
aeteo)=| 1 | ?| 


但 矩阵 乘积 


不 难看 出 iet(PQ) = 23; 所 以 结果 是 相符 的 。 

假设 一 个 连通 网 络 中 不 存在 互感 和 受 控 电源 ， 支 路 导 纳 施 阵 

了 或 支 路 阻抗 矩阵 忆 都 是 对 角 阵 。 在 8 3-2 中 ,导出 了 节点 方程 
YaUs, 一 Ts 

式 中 Ya 一 人 YA? 是 节点 导 纳 矩 阵 ，Y，。 的 行列 式 称 为 节点 导 纳 行 

列 式 , 设 用 A。 来 表示 。 现 在 来 求 Au 。 

设 支 路 导 纳 瑟 阵 了 一 diag (了 b 72 … 了 )。 由 于 立 是 对 角 阵 ， 
矩阵 乘积 AY 与 A 的 差别 仅 在 于 A 的 第 j 列 被 了 相 乘 ，j==1， 
2,…,, 而 AY 与 A 的 结构 则 完全 相似 。 按 毕 内 一 柯 西 定理 ， 

As 一 detYs 一 >,{(AY) 和 人 A* 对 应 大 子 式 的 乘积 } 
按 定理 2-2, 以 及 前 面 出 证 明 的 关于 和 矩阵 A 的 性 质 ，A 的 非 零 大 
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子 式 与 树 对 应 , 且 其 值 为 土 1。 因 此 ,全 Y :的 非 零 大 子 式 疝 样 与 树 对 
应 , 且 其 值 将 为 (二 1)Zi1Zia…Zyy 其 中 路， 各，…， js 为 一 个 树 
的 树 支 。 在 矩阵 A” 中 的 对 应 子 算 阵 是 矩阵 人 的 子 和 矩阵 的 转 置 ， 
所 以 它 也 将 是 非 奇 异 的 , 两 者 的 大 子 式 具 有 相同 值 1 或 1。 因 此 
(AY) 和 A” 对 应 大 子 式 的 乘积 是 了 il1 了 ia…Yia。 这 个 匀 积 是 一 个 
树 的 全 部 树 支 导 纳 的 乘积 ， 简 称 为 树 支 导 纳 乘积 。 其 余 不 与 树 对 
应 的 大 子 式 都 是 零 值 。 因 此 ,有 下 列 重要 结果 : 


As=det(AYA?) 一 ,网络 的 树 支 导 纳 乘 积 。 “(3-7) 
全 部 树 


这 个 拓扑 公式 有 了 时 称 为 麦克 斯 韦 公 式 { 或 规则 )。 根 据 这 个 公 
式 求 节点 导 纳 行列 式 , 需要 列 出 网 络 的 全 部 树 , 分 别 求 出 每 个 树 的 
树 支 导 纳 乘积 ， 间 对 全 部 树 求 这 些 乘 积 之 和 。 

如 果 直 接 把 As 展开 , 其 中 将 有 许多 相互 抵消 的 项 。 但 是 用 式 
《3-7), 则 避免 了 这 种 多 余 的 运算 ,并 且 不 需要 写 出 节点 导 纳 矩阵 。 

另外 ,值得 注意 的 是 : 按 式 (3-7)， 不 难看 出 节点 导 纳 行列 式 
与 参考 节点 的 选择 是 无 关 的 。 

例 3-5 用 拓扑 公式 求 图 3-13a 所 示 网 络 的 节点 导 纳 行列 
式 。 


图 3-13 例 3-5 图 


解 ”此 网 络 的 图 如 图 3-136 所 示 , 它 共 有 16 个 树 , 即 {1,3,6)， 
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{1,2,5), (3, 4, 5), (2, 4, 6), (1, 5, 6), (3, 5, 6), (2, 5, 6), (4, 5, 6), 
(1,3, 4), (1,2, 4), (1, 2, 3), (2, 3, 4), (1, 4, 5), (2, 3, 5), (1, 4, 6), 
(2, 3, 6)。 

根据 式 (3-7), 得 出 


Or 8 Gs .0G 
Arn=- Gs + #010yGs+ 5 用 十 去 + sOGeGe 


og EC 
+ + e000 T+ aT 二 


绎 : + + 
3 


或 As=szCi0xG5 十 OGsGe + aa ps 22) 
法 


(3 从 -名 
人 
现在 来 讨论 如 何 求 As 的 佘 因 式 。 首 先 求 对 称 的 余 因 式 , 即 Y。 
的 主 对 角 元 素 的 余 因 式 。 设 元 素 为 (j, j)， 它 的 余 因 起 就 是 把 Y。 
的 第 j 行 和 第 列 划 去 后 所 得 矩阵 的 行 到 式 。 把 Y。 的 第 j 行 划 
去 ,相当 于 把 A 的 第 j 行 划 去 。 令 A; 表示 把 A 的 第 了 行 划 去 后 
所 得 的 矩阵 。 把 Y, 的 第 了 列 划 去 ， 相 当 于 把 A” 的 第 了 列 划 去 ， 
即 把 A 的 第 j 行 划 去 。 所 以 , 元 素 (j,j) 的 余 因 式 可 写 为 
Asy=det(A_jYA®,) (3-8) 
可 以 用 前 面 求 Au 的 方法 来 求 Ai 还 可 以 直接 用 网 络 六 的 图 来 求 
Ajse 
把 网 络 站 的 节点 / 与 参考 节 虚 短 接 后 所 得 的 网 络 设 为 Ni。 车 
把 新 形成 的 节点 作为 参考 ， 则 思 ! 对 此 参考 节点 的 节点 导 纳 矩阵 
Yu 恰好 就 是 


oo 
Lys 


Ca 


OGs 
2 五 十 了 十 


十 


Yu=A_iYAS 
gl. 


所 以 把 网 络 六 的 节点 /与 参考 节点 合并 后 所 得 网 络 叉 ) 的 图 ( 设 
为 G)， 其 全 部 树 支 导 纳 滋 积 之 和 就 是 Ajj。 

下 面 我 们 设法 直接 从 四 的 图 G 来 找 图 Gi 的 树 。G 的 节点 数 设 
为 %.， 人 Gi 的 节点 数 为 %, 一 1; G1 的 一 个 树 ， 其 树 支 数 为 mu 一 2 一 
8 一 1。Gi 的 一 个 树 显然 是 G 的 不 包含 任何 回路、 且 支 路 数 为 
(n 一 1) 的 一 个 子 图 。 所 以 它 在 忌 中 将 是 不 连通 的 ， 且 分 为 两 个 部 
分 (其 中 一 个 部 分 可 能 只 是 一 个 孤立 节点 )。 可 以 看 出 ， 在 G 中 j 
与 六 原来 的 参考 节点 ( 设 为 w) 一 定 属于 两 个 不 同 前 部 分 ; 因为 在 
了 与 各 之 间 不 可 能 存在 一 条 路 ， 如 有 这 种 路 ， 则 在 Gi 中 将 形成 
回路 ， 因 而 就 不 构成 树 了 。G 的 这 种 子 图 称 为 它 的 一 个 2- 树 ， 且 
用 2- 树 (3,v0) 表 未 之， 其 中 了 与 如 之 间 的 逗号 表示 它们 是 在 @ 
中 的 两 个 不 同 的 部 分 。 

可 见 ， 图 @ 的 一 个 2- 树 是 一 对 包含 图 G 全 部 节点 的 不 连通 
且 无 回路 的 子 图 , 但 每 一 子 图 则 是 连通 的 (其 中 一 个 子 图 可 能 只 包 
含 一 个 孤立 节点 )。 显 然 , 移 去 G 的 (生成 ) 树 的 一 个 边 后 所 形成 的 
子 图 就 是 一 个 2- 树 。 

例如 ,对 于 图 3-13 所 示 的 网 络 ， 菩 以 节点 四 为 参考 节点 , 当 
j==1 时 ,对 应 叉 ! 的 图 Gi 将 如 图 3-14 9 所 示 。 此 图 的 4 个 树 是 支 
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路 祭 合 (1, 5)，(2, 5)，(2, 47,(2, 3)。 在 原来 的 网 络 玉 的 图 G 中 , 它 
们 分 别 如 图 3-145 所 东 ， 可 见 它们 是 G 的 2- 树 ， 对 每 一 个 这 种 
2- 树 来 说 ， 节 点 和 @ 均 在 两 个 不 同 部 分 。G 还 有 另外 四 个 树 ， 
即 (1,4), 《1,3),(3,5), (4,5)。 把 这 些 2- 树 的 柑 支 导 纳 乘积 代入 
式 (3-8) 的 右边 , 即 得 Ai 

这 样 , 式 (3-8) 可 用 下 式 来 表示 

An ,2 ，2- 树 (9 oo) 的 树 支 导 纳 乘积 (3-9) 

下 面 来 讨论 节点 导 纳 算 阵 的 不 对 称 余 因 式 , 即 Ai。 与 An 关 

似 , As 可 表示 为 : 
Ay=(—D'™ Ms 
其 中 M's 为 把 节点 导 纳 乱 阵 Y。 的 第 1 行 和 第 了 列 划 去 后 所 得 炬 
阵 的 行列 式 , 即 
Mi,= det(A.:YA®)) 
运用 毕 内 一 柯 西 定理 ,得 
Mo= 于 ((A-,Y) 和 AS 对 应 大 子 式 的 弱 积 } 

A-JY 的 非 零 大 子 式 对 应 2- 醋 (i,00), A 的 非 零 大 子 式 对 应 3- 树 
G0) 在 上 式 的 乘积 中 ， 只 有 两 个 对 应 大 子 式 都 是 非 零 时 才能 存 
在 ,所 以 在 计算 Ai 时 起 作用 的 2- 树 , 只 能 是 那些 及 是 2- 树 (mo) 
又 是 2- 树 (jv) 的 。 由 于 任 一 个 2- 树 只 包含 二 部 分 , 而 m 必须 在 
其 中 之 一 , 因此 i 和 j 将 一 定 在 同一 部 分 ,这 种 拒 节 点 i 和 包含 
在 同一 部 分 的 3- 树 用 2- 树 (ij, oo) 来 天 示 。 只 有 这 种 2- 树 在 计算 
As 时 才 起 作用 ,其余 都 不 能 出 现在 公式 中 ,但 是 入 -和 As; 是 两 
个 完全 不 同 的 矩阵 这些 2- 树 的 择 支 导 纳 乘积 是 正 是 负 就 必须 另 
行 确定 。 可 以 证 明 ( 但 由 于 过 于 完 长 , 故 从 略 ,可 参阅 参考 书 2 )。 

Mi 一 (一 DD 开 。 2- 树 (mm ) 的 树 坟 时 纳 洒 积 


击 此 求 得 
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Au= > 2- 树 (iao) 的 树 支 导 纳 乘积 (3-10) 
2 
为 了 书写 简化 超 见 , 令 
(7) 全 六 树 支 导 纳 乘积 
全 部 持 


Ws (了) 会 本 ”2- 树 (a,5) 的 树 支 导 纳 乘积 


Er 
式 中 剑 的 下 标 4 和 5 用 到 号 分 开 ,其 含义 同 前 , 即 表 示 对 应 这 两 个 
下 标的 节点 必须 在 网 络 的 图 中 的 两 个 部 分 。 这 样 , 式 (3-7), (3-9) 
和 式 (3-10) 可 分 别 记 为 


A=V(Y) 
Ays=Wi ,(F) 
Ais=Wis (FY) 


有 了 这 些 公 式 , 就 可 以 用 拓扑 的 方法 来 计算 某 些 网 络 函数 。 图 
3-15 所 示 为 一 个 无 源 的 一 端口 网 络 P, 已 的 各 支 路 之 间 不 存在 互 
感 。 设 以 电 瀛 源 五 供 此 网 络 ，U11 为 入 端 1 一 1 的 电压 , 则 了 的 
驱 点 导 纳 阔 数 为 


_ (8) 
Ys) Fir) 


式 中 (8), U1.(s) 分 别 为 电流 和 电压 的 象 函 数 。 著 以 节点 工 为 
参考 , 则 不 难得 出 驱 点 导 纳 函数 为 


Ys 


_é 
A 


其 中 人 为 节点 导 纳 和 矩阵 的 行列 式 ， 而 Al: 则 为 对 应 元 素 (1, 1 ) 的 
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图 3-15 鸳 点 导 纳 函 数 图 3-16 转移 函数 
» 84. 


余 因 式 。 这 样 , Fe。 可 写 为 
__FC 
"Wi 
同样 的 思路 可 以 用 来 求 二 端口 网 络 的 转移 函数 。 在 图 3-16 中 , 无 
源 二 端口 网 络 的 1 一 1 端 用 电流 源 工 供给， 负载 用 导 纳 了 来 表 
示 。 设 以 节点 1 为 参考 , 对 网 络 P( 包 括 了 z) 写 出 节点 方程 后 ,可 
求 得 


Us) = -AFA Cs) 


2 = U2(3) -Aua 一 Alz 
TCs) A 
和 1 为 1 一 1 和 2 一 2” 之 间 的 转移 阻 抗 函数 。 运 用 前 面 的 拓扑 公 
式 ,得 
Za 一 Wr 


如 果 节 点 和 2' 不 是 直接 联接 的 ， 则 .上 式 的 分 子 中 将 可 能 

有 相互 抵消 的 项 。 不 难看 出 在 iar 和 刺 tor 中 必然 都 有 属于 
《122， 1) 类 型 的 2- 树 ， 所 以 它们 将 相互 消去 。 在 歼 iar 的 每 个 
2- 树 中 , 节点 2 或 与 节点 1,2 在 一 起 ,或 与 节点 1 在 一 起 ,因此 可 
得 下 列 关系 式 : 

Wi CF)=Wi2 (FT) + W212 (YY) 
同 理 , 在 钱 1w,1 的 每 个 2- 树 中 , 节点 2 或 与 节点 1,2' 在 一 起, 或 与 
节点 1 在 一 起 , 因此 有 

Wi CF)= W221 (Y) + Wis12 (FY) 
由 此 可 得 


Za= WE OP 


在 上 式 的 分 子 中 ， 将 不 再 存在 被 消去 的 相同 的 2- 树 项 。 另 外 , 容 
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易 看 出 , 由 于 了 z 接 在 2 一 2 之 间 , 所 以 在 计算 分 子 时 可 只 对 王 进 行 。 
例 3-6 求 图 3-17 所 示 二 端口 网 络 的 驱 点 导 纳 和 转移 阻抗 。 
设 2 一 2” 端 为 开路 。 


图 3-17 二 况 口 网 络 的 了 e 和 Za 
解 F(Z) 一 ZiZ2Z4 十 717275 十 于 了 37 十 了 了 s7e 十 ZIZ4Zs 
十 了 2 了 s 了 :十 了 2 了 8 了 5 十 了 3 了 4 了 5 
W127)=Y2T, 


Wi2,v(7)=0 
Wu(Y)=Y2T, +YsF4 + YsYst+ YYs +Y2Ys 
一 _ 了 (Y》 
i 


一 卫 了 :74 十 了 ,Ya 了 十 了 iT, 十 了 FaYs 十 了 了 4Y8 十 了 3 了 4 十 了 aa7e 十 了 ss 
了 :了 :十 了 3 了 十 了 3 了 4 十 了 AZ 十 了 2 了 


ga = TF) = Wyss CY) 
VY) 


FFF YY TY PT 
注意 ， 以 上 的 拓扑 公式 是 在 无 互感 及 无 受 控 源 的 情况 下 得 出 
的 , 当 网 络 中 有 互感 及 受 控 源 时 , 支 路 阻抗 矩阵 和 支 路 导 纳 矩 阵 均 
将 是 非 对 角 阵 。 有 关 的 拓扑 公式 比较 复杂 , 这 里 不 再 介绍 。 


83-7 回路 阻抗 行列 式 的 拓扑 公式 
回路 阻抗 矩阵 的 行列 式 的 拓扑 公式 ， 其 推导 过 程 与 节点 导 纳 
行列 式 是 类 似 的 ， 但 是 行列 式 的 值 与 所 选 的 回路 有 关 ( 见 8 3-8)。 
本 节 只 介绍 人 -回路 年 阵 的 行列 式 。 


6. 


如 用 A: 来 表示 回路 阻抗 行列 式 , 则 
Ar 一 detBZB7 
二 和 (BP) 和 B? 对 应 大 子 式 的 乘积 } 

对 于 无 互感 以 及 无 受 控 源 的 网 络 , 支 路 阻抗 矩阵 是 对 角 阵 , 矩 
阵 乘积 BZ 与 B 的 差别 仅 在 于 B 的 第 了 列 被 支 路 阻抗 2; 相 乘 ， 
了 二 1,2,…,6， 而 BZ 与 B 的 结构 则 完全 相似 。B 的 非 零 大 子 式 ， 
按 定理 2-5, 是 与 图 的 补 树 有 一 一 对 应 的 关系 ,但 是 其 值 并 不 一 定 
等 于 士 1 (与 人 的 情况 不 同 )。 但 是 ,如 果 所 选 回路 是 了 -回路 或 是 
平 而 网 络 的 网 孔 , 则 大 子 式 值 是 土 1(§ 3-8)。 因 此 , 与 推导 节点 导 
纳 行列 式 相似 , 对 于 f- 回 路 或 网 孔 来 说 , 有 


A ,一 上) 网络 的 连 支 阻抗 乘积 (3-11) 
Ei 


上 式 中 ， 所 谓 连 支 阻 抗 乘积 即 对 应 一 个 给 定 树 的 多 部 连 支 阻抗 的 
习 积 。 式 (3-11) 有 了 时 称 为 基 尔 置 夫 公 式 (或 规则 )。 所 以 ， 只 要 列 
出 全 部 树 , 算出 其 对 应 补 树 的 连 支 阻 抗 滋 积 , 这 些 乘积 之 和 即 人 i。 

例如 ,对 十 图 3-13 所 示 网 络 来 说 , 全 部 补 树 为 (2,4,5),(3,4,6)， 
(1,2,6), (1, 3,5), (2, 3, 4), (1, 2, 4), (1, 3, 4), (1, 2, 3), (2, 5, 6), 
{3,5, 6), (4, 5, 6), (1, 5, 6), (2, 3, 6), (1, 4, 6), (2, 3, 5), (1, 4, 5)。 
因此 , 按 式 (3-11), 经 整理 后 , 有 


As— s:LsLiRe + 十 52+ LsRsRe 十 Zuo) 
1 2 


LsRs LRs LsRs LiRs , LRs we) 
+ 和 ++ 6 t+ 


On 


CR 

由 于 对 每 一 支 路 来 说 , 有 2Z 了 ==1， 因 此 ,如 果 用 全 部 支 路 肯 搞 
乘积 ( 即 Z122.…Zs ) 去 滋 一 个 树 的 树 支 导 纳 有 积 ,所 得 结果 将 是 此 
树 的 补 树 的 思 支 胃 搞 乘积 。A, 为 全 部 树 支 导 纳 乘积 之 和 , 故 用 
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(21221…ZHs ) 去 乘 A 所 得 的 结果 将 是 全 部 连 支 阻抗 乘积 之 和 ， 即 
Al。 所 以 ， 
Ai= (D220 )As 
支 路 阻抗 矩阵 乙 为 对 角 阵 ，detZ 一 2o…2 ,上 式 可 写 为 
A 一 (detZ)A。 

以 上 所 得 的 两 个 公式 说 明 A。 和 A, 之 间 存在 着 一 个 简单 的 关系 。 

回路 阻抗 行列 式 的 对 称 余 因 式 As 可 以 用 类 似 的 方法 求 出 。 
余 因 式 Aj; 是 对 回路 阻抗 矩阵 多 的 第 (9, 放 元 素来 考虑 的 , 只 有 在 
下 列 情况 下 Ai 才 有 总 义 , 即 第 8 回路 中 有 一 条 支 路 5， 它 仅 属于 
第 了 回路 而 不 属于 其 他 任何 回路 。 所 以 ， 应 当 假设 有 这 样 一 条 支 
路 妨 它 只 在 第 了 回路 而 不 在 其 他 回路 中 。 这 样 ， 

Ayj=det(B. ZB?,) 
其 中 了 B-; 就 是 把 也 中 第 了 行 划 去 后 所 得 的 矩阵 。 从 矩阵 中 划 去 第 
了 行 , 也 就 是 把 网 络 中 的 第 j 回路 去 掉 ， 而 要 把 第 j 回路 去 掉 ， 只 
要 把 支 路 移 去 。 设 把 支 路 移 去 后 的 网 络 用 Ri 表示， 出 
Aj= 室 W: 的 全 部 连 支 阻抗 乘积 

回路 阻抗 矩阵 忆 的 不 对 称 余 因 式 的 拓扑 公式 以 及 它 的 推导 过 
程 都 比较 复杂 , 这 里 不 再 介绍 。 

前 面 已 经 指出 ,这 类 拓扑 公式 有 一 个 很 大 的 弱点 , 即 必须 找 遍 
网 络 全 部 有 关 的 树 。 虽 然 目 前 有 比较 有 效 的 方法 ， 且 可 利用 计算 
机 来 寻找 这 些 树 , 但 是 一 个 网 络 的 全 部 树 的 数量 一 般 过 大 ,因此 用 
和 这 种 方法 去 分 析 节点 或 支 路 数 较 多 的 网 络 是 不 相宜 的 。 

$ 3-8 ”网 络 行列 式 的 不 变性 

前 二 节 讨 论 了 节点 导 纳 行列 式 和 回路 阻抗 行列 式 的 拓扑 公 
式 。 对 节点 导 纳 行列 式 来 说 ， 它 不 会 随 参 考 节点 的 选择 不 同 而 有 
所 不 同 ， 但 是 对 回路 阻抗 行列 式 或 制 集 导 纳 行列 式 〔 后 者 在 前 二 
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节 中 未 予 这 论 )， 它 们 将 会 随 回 路 或 审 集 的 选择 而 改变 , 不 过 仅 差 
一 个 因子 而 已 。 本 节 将 证 明 这 一 点 ， 并 简要 地 讨论 这 个 很 有 意义 
的 问题 。 上 述 这 些 行列 式 可 以 统称 为 网 络 行列 式 。 网 络 行列 式 的 
零点 表示 网 络 的 自然 频率 , 这 些 自然 频率 确定 了 网 络 的 自然 响应 。 
如 果 行 列 式 随 参 考 节 点 , 回路 或 割 集 的 选择 而 变 , 则 自然 响应 将 随 
这 种 选择 而 改变 , 这 是 很 难 理解 的 。 本 节 的 内 容 将 对 此 做 出 回答 。 

一 个 矩阵 ， 如 果 它 的 每 一 个 方 子 盾 阵 的 行列 式 值 为 + 1、 一 1 
或 0, 则 此 矩阵 称 为 全 么 模 阵 。 可 以 证 明 , 如 果 一 个 非 奇 异 方 子 矩 
阵 是 全 么 模 的 , 则 其 逆 阵 也 是 金 么 模 的 了 。 

前 面 ， 已 经 证 明 连 通 图 G 的 关联 矩阵 A 是 金 么 模 阵 。 现 在 来 
证 盟 ，G 芍 f- 回 路 矩阵 Bj 和 三 割 集 矩 阵 Q: 也 是 金 么 模 阵 。 设 
G 的 关联 算 阵 入 的 列 按 先 连 支 后 树 支 的 次 序 排列 , 即 令 

A=[Au : Au] 
式 中 AA1z 为 对 应 一 个 糙 儿 的 树 支 的 大 子 矩 阵 。 设 f- 回路 矩阵 By 
是 按 卫 定义 的 。 令 一 个 非 奇 蜡 矩 阵 下 为 
区 
人 全 
由 于 仿 是 金 么 模 的 ,所 以 如 把 detF 按 拉 普 拉 斯 公式 展开 ， 不 难看 
出 F 也 是 全 么 模 的 。F 的 逆 阵 FE-:! 为 
1, 0 
一 全 过 ADA 进 ] 
FE-! 应 当 是 爹 么 模 的 。 爹 么 模 阵 的 子 人 矩阵 也 应 当 是 爹 么 模 的 ， 所 
以 子 矩 阵 


-| 


1 
[Asaaj 


@ 证 明 杰 用 到 Jacobi's Theorem, 见 A. C. Aitken, Determinants and 
Matrices, 9th cd，1962。 
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将 是 全 么 模 的 , 但 是 它 恰好 就 是 BF, 可 见 By 也 是 金 么 模 的 。 

以 树 卫 为 基础 的 天 割 集 和 矩阵 Qj 可 写 为 

Gr=[AiAu lt] 
但 是 入 已 Au 是 全 么 模 的 , 故 Qj 也 是 全 么 模 的 。 

按 8$2-3, 82-4, 有 B=CB, 和 Q 一 DQy, 其 中 C 和 DD 为 非 奇 异 
答 阵 。 另 外 , 按 定理 2-5 和 2-8 回路 基 矩 阵 也 和 制 集 基 矩阵 Q 的 大 
子 眶 阵 的 列 分 别 与 @ 的 一 个 补 树 和 树 对 应 。 如 用 BTD) 和 Q(J，) 
分 别 表示 B 和 Q 的 大 子 和 矩阵 (1 为 的 秩 , # 为 Q 的 秩 ), 将 有 

了 BT 一 CBE 

QJ)=DQI(I,) 
如 果 令 B 中 的 一 个 大 子 答 阵 M 与 By 中 的 单位 子 第 隆 1 相对 应 , 即 
两 者 的 列 对 应 定义 单位 阵 的 同一 补 树 , 则 将 有 M 一 C。 同 理 , 如 果 
令 Q@ 中 的 一 个 大 子 矩 阵 N 与 Qj 中 的 单位 子 矩 阵 工 相对 应 , 即 两 者 
的 列 对 应 定义 单位 阵 的 同一 树 , 则 有 N=D。 

由 于 Bi 和 Q 都 是 全 么 模 阵 ， 可 见 B 和 久 的 所 有 大 子 和 矩阵 的 
行列 式 将 分 别 具 有 相同 的 值 。 孔 和 @ 的 元 素 为 +1、 一 1 和 0, 故 如 
果 令 

Lb(B)=(detB(1))? 
EQ)=(detQO(I)) 
则 不 难看 出 KB7 和 8(Q) 将 是 整数 的 平方 。 

例如 ,对 于 图 3-18e 所 示 的 图 G, 如 选 支 路 (5, 6,7,8) 为 树 , 则 

天 回路 矩阵 将 是 


口 口 口上 
oonnoN 
o-oow 
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图 3-18 X( 了 B) =9 的 例子 
如 按 图 3-185 所 示 的 回路 写 出 回路 基 挎 阵 B, 有 


1234 5 6 7 8 
1[1 110 1 0 0 -1 
B22 ll1-l 1 0 0 
si1011 0-1 1 0 
si1l0o1 0 0-1 1 
所 以 ， 
1110 
iiii 
Mi oa 
1101 
不 难 验 证 B=MB, 
同时 有 detM=3 
而 对 所 有 BB 的 大 子 佐 阵 , 有 
k(B)=9 


显然 ,由 于 A, Bj 和 Q) 都 是 全 么 模 的 ,所 以 
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EA)=1 XB)=1 KKQ)=1 

图 G 的 任何 B 和 Q， 其 XB) 和 (Q) 的 极 小 值 是 1。 只 要 B 
和 母 的 大 子 矩 阵 , BCT) 和 Q(Js), 其 detB(I)= 土 1 和 detQ(J,) 
二 土 I， 则 %(B) 和 &Q) 将 具有 其 极 小 值 。 这 种 情况 并 不 局 限于 
Bj 和 Qr。 例 如 , 对 于 平面 网 络 , 网 孔 矩 阵 B。 的 kB。) 一 1( 下 面 妈 
将 证 明 ), 而 Bs 不 一 定 是 六 回路 矩阵 。 

如 果 图 @ 的 一 个 回路 基 上 矩阵 孔 含有 一 列 ， 其 中 只 有 一 个 非 堆 
元 素 , 把 对 应 此 非 零 元 素 的 行 和 列 划 去 后 所 得 的 矩阵 设 为 Bi， 则 
不 难得 出 


k(B)=E(B1) 

这 个 过 程 可 以 对 B， 重复 ， 一 直到 所 得 的 矩阵 中 不 再 有 这 种 
列 。 上 面 所 叙述 的 内 容 , 从 图 GG 来 看 ,就 是 说 在 GG 中 存在 一 个 回路 
工 , 其 中 有 一 条 支 路 51 只 在 工 而 不 在 其 他 同 路 中 ; 这 样 在 矩阵 BB 
中 ， 对 应 支 路 再 的 列 中 将 只 有 一 个 非 零 元 素 ， 其 位 置 恰好 在 对 应 
五 的 行 中 。 把 这 个 元 素 划 去 , 相当 于 把 支 路 如 从 @G 中 移 去 ， 回 路 
五 也 不 再 存在 。Bi 就 是 剩 下 的 图 G1 的 一 个 回路 基 垂 阵 。 如 果 G1 
中 又 有 一 个 回路 L,I 含有 一 条 支 路 本 而 bo 只 在 工 ,中 ， 那 么 在 
Bi 中 将 有 一 列 , 其 中 只 有 一 个 非 零 元 素 。 这 样 , 把 支 路 bs 移 去 , 相 
当 于 把 Bi 中 的 对 应 那个 非 零 元 素 的 行 和 列 划 去 。 如 此 继续 下 去 ， 
设 最 后 剩 下 的 图 为 G,， 它 的 相应 回路 基 矩 阵 为 B,， 则 kB)= 
&(B,)。 如 果 G, 不 再 包含 任何 回路 ,或 了 为 零 垂 阵 , 则 8(B) 一 1。 

对 于 平面 网 络 来 说 , 以 图 3-6 为 例 , 其 网 孔 矩阵 为 

123 4 5 6 7 8 

00 -1 -1 0 1 0 
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or 
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如 果 用 上 述 的 步骤 把 Bu。 逐步 划 去 ,最 后 得 到 (CB,) 二 1, 也 即 
E(B。) 二 1。 在 $3-3 中 己 指 出 过 网 孔 矩 阵 的 一 般 结构 ， 那 些 与 外 
网 孔 〈 即 无 限 面 ) 有 关 的 支 路 将 对 应 B。 中 那些 只 有 一 个 非 零 元 素 
的 列 。 把 这 些 支 路 移 去 ， 将 产生 新 的 这 类 支 路 。 这 个 过 程 可 以 继 
续 下 去 直到 无 回路 为 止 。 所 以 必 B。)=1 是 一 般 结论 。 因 此， 对 于 
一 个 平面 图 G, 网 孔 竹 阵 Bs 是 的 回路 基 人 矩阵 , 且 其 k(Bw) 二 1。 
但 是 ,应 注意 Bn 不 是 了 同上 路 矩阵 。 

对 于 图 G 的 割 集 基 人 矩阵 Q, 将 有 类 似 的 情况 , 即 如 在 Q@ 中 有 一 
列 只 含有 一 个 非 零 元 素 , 把 对 应 此 非 零 元 素 的 行 和 列 划 去 后 ,所 得 
的 矩阵 设 为 Quo 则 ECQ) 一 (CQ1)。 这 里 ， 与 前 面 所 讨论 的 差别 仅 
在 于 划 去 的 过 程 是 把 有 关 支 路 短 接 , 而 不 是 把 支 路 移 去 。 

显然 ， 上 述 过 程 对 矩阵 和 ,Bj; 和 Qj 都 是 同样 适用 的 , 且 用 这 
种 方法 不 难得 出 XA) 一 (By) =k(Q)=1 的 结论 。 

下 面 ， 进 一 步 讨 论 网 络 行列 式 的 问题 。 设 对 应 电网 络 丸 的 连 
通 图 为 C, 并 令 B 和 Bs 为 @G 的 两 个 回路 基 矩 阵 ,Qi 和 Qs 为 9 的 
两 个 割 集 基 抢 阵 。 可 以 证 明 : 

E(B2)detBZB? 一 5(Bi)detB2ZB3 
&(Qa)detQiYQT =k(Q)detQs YQT 

下 面 将 只 讨论 回路 部 分 的 证 明 , 割 集 部 分 的 证 明 完全 类 似 。 设 
Mi 和 Ms 分 别 为 Bl 和 Bs 中 对 应 一 个 树 的 大 子 和 矩阵 , 并 设 By 是 依 
据 这 个 抹 写 出 的 拓 回 路 矩阵 , 有 

B;=MI1B,=Mi!B; 
detBIZBT = det[ (MIM3! Bs)Z(MM3! B2)”] 
=det[IM/Mz! )(B2ZB3) (MM3! )”] 
一 (detMiydetM2)2detB2ZB3 
=(k(B)/L(B2))detBsZB? 


所 以 有 
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2&(Bz)detBIZBE 一 (BidetB2ZB3 
显然 , 当 且 仅 当 NBi) 一 A(Bz) 及 KQ1)=E(Q2) 时 ,有 
detBiZBT 一 detB2ZBY 
detQ:YQT =detQ2YQY8 
由 于 80Br)=2CQr)=1 且 对 任何 广 回 路 抢 阵 和 广 割 集 怎 阵 
都 成 立 ， 因 此 对 应 六 回路 和 大 割 集 的 网 络 行列 式 将 不 随 f- 回 路 
和 轩 割 集 的 选择 而 改变 。 
对 于 一 个 给 定 网 络 来 说 , 如 Z 和 YY 已 知 , 则 网 络 行列 式 将 决定 
于 回路 或 割 集 的 选择 ,对 应 六 回路 矩阵 和 f- 割 集 矩 阵 的 网 络 行列 
式 将 是 极 小 值 , 且 称 为 其 基 值 .对 于 任何 其 他 回路 基 矩 阵 和 割 集 基 
矩阵 ， 则 相应 行列 式 detBZB7 和 detQYQ” 将 分 别 是 BCB)det 
BIZBF 和 28Q)detQrYQ7， 即 等 于 一 个 整数 的 平方 乘 基 值 ， 此 整 
数 的 平方 即 8&CB7 和 CQ)。 
由 此 可 见 ， 任 何 两 个 回路 阻抗 矩阵 的 行列 式 和 两 个 制 集 导 纳 
矩阵 的 行列 式 之 间 存 在 着 一 个 实 常 数 的 比例 关系 。 


1 
外 1 pa 


图 3-19 求 det1QYQ” 
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下 面 通过 一 个 具体 例子 来 说 明 上 述 内 容 。 图 3-19s 所 示 为 一 
个 电导 网 络 的 图 G( 与 图 3-18a 相同 )。 如 果 所 选 的 狼 立 割 集 如 图 


3-192 所 示 , 则 相应 的 皋 集 和 矩阵 为 : 


1 2 3 45678 
1f 0 0-1 11110 
?| 1 0 0-10111 
qa 1 0 01011 
4L0-1. 1 01101 
为 了 简化 起 见 , 设 每 个 支 路 电导 均 为 1 西门子, 则 着 集 导 纳 矩 
阵 为 
5 1 2 1 
Hse 
QYQ= 2 1 51 
1 215 


E(Q)=3:=9,。 detQYQ” = 405, 
如 果 以 节点 5 为 参考 , 写 出 节点 导 纳 矩阵 , 则 应 有 

1 3 -1 0 | 

1 3 -1 0 
0 -1 3 ~1 
-1 0 -1 3 
detAYA?”=45, 此 值 也 即 害 集 导 纳 矩 阵 的 基 值 。( 若 以 支 路 (5, 6， 
7，8) 为 树 ， 则 不 难 验证 相应 的 f- 制 集 导 纳 矩 阵 的 行列 式 就 是 

此 值 。) 可 见 ， 


AYA?=| 


det¥,~k(Q)dety, 
如 果 用 拓扑 公式 , 则 对 任何 回路 基 和 矩阵 B, 有 
det(BZB7) 一 8(B) 和 网络 的 连 支 阻抗 乘积 
同 理 , 不 难得 出 , 对 任何 割 集 基 矩 阵 Q, 有 
det(QYQ7?)=2Q)Y 网 络 的 树 支 导 纳 滋 积 


最 后 , 可 以 得 出 :一 个 连通 图 G 的 全 部 树 的 数目 为 detAAz。 
其 证 明 如 下 : 用 毕 内 一 柯 两 定理 ， 
detAAr*= 立 (A 和 Az 的 对 成 大 子 式 的 乘积 ) 
由 于 当 且 仅 当 信 的 大 子 什 阵 的 列 对 应 G 的 一 个 树 时 ， 此 大 子 集 隆 
才 是 非 奇 异 的 ; 昌 由 于 人 是 全 么 模 的 ,因此 上 式 可 化 为 
detAAr 一 了 (1)=( 笠 的 总 数 ) 
全 部 请 


例如 , 对 于 图 2-1 所 示 的 图 G, 有 
3 -1 -1 
-1 3 一 ! 
-1 -1 3 


即 G 共 有 16 个 树 。 这 个 图 是 一 个 具有 4 个 节点 的 完备 图 。 


对 于 一 个 具有 百 个 节点 的 完备 图 , 设 其 关联 矩阵 为 久 , 则 有 和 
入 "的 乘积 全 A" 的 元 素 01; 为 


detAA”—det 一 16 


， 
oa i,j=1l2,%,(K~-1) 
Rl 


其 中 五 为 支 路 的 总 数 。 
当 i=j 了 时 ,有 


oi l,m (K-1) 
hal 


au 一 0 或 土 1, 视 支 路 是 否 与 节点 i 关联, 所 以 at; 等 于 与 节点 
关联 的 支 路 数 。 册 于 是 完备 图 ， 每 一 节点 上 有 (一 1) 条 支 路 ， 
因而 
an=EK—1 $=1,2,.,(K—1) 
当 i 基 7 时 ,81 一 一 1 这 是 因为 ws 一 士 1 时 ,ai 一 二 1 旦 只 有 
~ 条 支 路 与 任意 两 个 节点 关联 。 由 此 可 以 得 出 
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(天 一 1) 一 1 -1 
AAr -1 (KD 一 1 
一 1 1 (KE 

现在 来 求 detAA"*。 设 另外 一 个 阶 数 为 (五 一 1) 的 方 阵 T, 其 
元 素 定义 如 下 ; 
t=2, i<(K—1) 


fj=1, jj 

tar-byix-b 1 

不 难 证 明 : detT=1 

矩阵 乘积 TAA? 为 

K 0 0 0 
0 Kk 0 0 

TAA”=| : : 
0 0 "EK 0 
1 1 1 


由 此 可 得 
detTAA”=K™-? 
但 是 detTAAr= (detT) (detAA”), 而 detT=1, 故 得 
detAA”—K™? 
这 就 是 一 个 具有 五 个 节点 的 完备 图 的 树 的 总 数 。 例 如 ， 对 于 一 个 
五 =10 的 完备 图 , 树 的 总 数 为 10 即 一 亿 。 当 然 , 这 里 指 的 是 相 异 
树 的 总 数 。 


97 。 


第 四 章 ”信号 流 图 和 流 图 


§4-1 信 身 流 锣 

信和 号 流 图 是 S.J. Mason 于 1953 年 提出 的 用 于 分 析 线 性 系统 
的 一 种 方 法， 其 特点 是 利用 一 个 有 向 图 来 描述 一 些 变量 之 间 的 关 
系 , 当 这 些 关系 是 线性 时 , 则 此 有 向 图 就 可 以 用 来 表示 一 组 联 立 的 
线性 代数 方程 。 同 上 时， 方程 组 的 代数 变换 将 与 图 的 变换 具有 对 应 
的 关系 ， 方 程 组 的 求解 还 可 以 根据 图 的 结构 ， 任 直观 的 方法 来 进 
行 。 另 外 ， 信 和 号 流 图 把 变量 描述 为 没 着 支 路 流动 的 “信号 "， 这 些 
“信号 "将 被 它 所 经 过 的 支 路 的 “特性 "所 改变 , 因此 ,这 种 有 向 图 可 
以 把 它 所 要 描述 的 物理 系统 的 因果 关系 清楚 地 在 图 上 央 示 出 来 。 

有 从 图 论 的 观点 来 看 , 信号 流 图 是 一 个 有 向 图 , 其 节点 (顶点 ) 用 
来 表示 所 要 描述 的 系统 的 变量 。 任 一 节点 带 有 一 个 与 它 相 联 的 
基 xz, 称 为 节点 变量 或 信号 , 联接 节点 (zs,2;) 了 的 一 条 统 四 带 有 一 
个 与 它 相 联 的 量 称 为 增益 或 传输 量 #ai。 各 不 同 节点 的 信号 按 下 列 
方程 相互 联系 : 


了 一 人 12 (4-1) 

换 名 话说 ,对 每 一 个 节点 的 w;, 当 4; 才 0 时 ， 则 有 一 条 自 节点 了 到 
节点 的 弧 ,这 条 弛 的 增益 即 为 4; 当 44;=0 时， 则 节点 了 到 节 
点 不 存在 弧 。 这 样 ， 节 点 可 以 看 做 是 “ 流 和 人 ”该 节点 的 全 部 
信号 的 一 个 选 加 点 , 从 节点 z% “流出 ?的 信号 则 不 计 及 。 按 照 这 种 
规定 ， 图 的 每 个 节点 和 每 条 弧 都 黑 有 一 个 最 值 ， 这 种 有 向 图 称 为 

加 ”这 里 ,为 了 方便 超 见 ,就 用 zf z; 等 来 表示 节点 1,j。 

@@ ”信号 流 图 中 , 有 时 用 " 支 路 "而 不 用 " 弧 "。 
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加 权 图 , 而 由 此 所 得 的 加 权 有 向 图 就 是 一 个 信号 流 图 。 
例如 , 对 于 下 列 代数 方程 组 : 
wa= br ew 
Vs 一 GO1 drt heat gry 
ma = ew2 | fxs 
其 信号 流 图 将 如 图 4-1 所 示 (图 中 每 一 Y 
条 弧 的 增益 在 该 弧 旁 标 出 )。 图 人- 信号 尖 图 

如 果 一 个 节点 是 一 条 或 多 条 弧 的 终点 ， 则 该 节点 称 为 非 独 立 
节点 ,与 每 一 个 非 独立 节点 相 联 的 有 一 个 显 式 方程 此 方程 说 明 该 
节点 的 信号 是 内 向 过 该 节点 的 全 部 弧 的 信号 之 代数 和 ， 每 个 进入 
的 信号 等 于 它 所 经 过 的 绪 的 增益 与 弧 的 起 点 信号 之 怀 积 。 在 每 个 
节点 上 ,不 存在 类 似 基 尔 稚 夫 电流 定律 的 关系 , 这 是 因为 通过 以 该 
节点 为 起 点 的 那些 弧 的 “信号 "并 不 计 及 在 内 。 另 外 , 应 注意 , 节点 
信号 在 一 个 方程 中 以 非 独立 变量 形式 出 现 ， 而 在 另外 的 一 些 方程 
中 则 以 独立 变量 形式 出 现 ; 所 以 非 独立 节点 信号 , 作为 其 他 节点 信 
号 为 起因” 而 形成 的 “结果 ”只 出 现在 一 个 方程 中 , 在 其 他 方程 中 ， 
它 以 “起 因 ” 的 形式 出 现 。 这 种 用 “因果 关系 ”的 形式 来 描述 一 个 物 
理 系统 的 性 状 ， 有 了 时 是 很 有 用 的 。 

在 信号 访 图 中 , 凡是 过 一 个 节点 的 弧 都 是 外 向 的 ( 即 都 以 该 节 
为 起 点 ), 则 此 节点 称 为 “发 点 ”; 凡是 过 一 个 节点 的 弧 都 是 内 向 的 
《〈 即 都 以 该 节点 为 终点 )， 则 此 节点 称 为 “ 收 点 *。 发 点 的 信号 是 代 
数 方程 中 独立 变量 , 发 点 信号 可 以 看 做 为 输入 ; 收 点 的 信号 可 以 看 
做 为 输出 。 如 果 要 以 某 一 节点 变 最 r。 作为 输入 , 而 此 节点 不 是 发 
点 ,可 以 在 图 中 引进 一 个 虚设 的 节点 ,并 加 一 条 增益 为 1 的 张 人 Cr: 
xo), 如 图 4-2 所 示 ,z: 就 成 为 图 的 发 点 。 园 理 ,如果 要 以 某 一 节点 
变量 we 作为 输出 , 则 可 以 加 一 条 增益 为 1 的 张 (zo， z。)， 如 图 4 2 
所 示 ，,w。 就 成 为 图 的 输出 这 样 ,如 果 我 们 要 求 输出 和 输入 的 关系 ， 
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或 者 系统 的 传递 函数 ,就 相当 于 以 x 作为 独立 变量 面 解 出 z。。 
i 


ol 
图 4-2 发 点 和 收 点 图 4-3 多 = 


以 图 4-3 所 示 的 信号 流 图 为 例 , 它 所 表示 的 代数 方程 为 
Ti 一 %2 十 2 十 和 
2 一 %I 十 37a 十 293 (4-2) 


的 二 一 人 十 22 
不 准 求 出 ms= 一 二 mu。 车 以 mn 作为 输出 , 虚设 zx。 如 图 中 所 示 , 则 


忆 =ao 故 m= 一 二 或 Se 一 二 。 


按 传递 函数 的 定义 ， 当 其 他 输入 为 零 时 ， 它 是 输出 与 输入 的 
比 ， 因 此 下 面 将 只 考虑 单 输入 的 情况 。 如 果 所 研究 的 系统 具有 多 
个 输入 , 则 可 利用 选 加 原理 , 按 单个 输入 分 别 来 考虑 。 
设 描述 一 个 线性 系统 的 代数 方程 组 是 用 下 列 和 矩阵 形式 来 表 
示 的 : 
Ax=bu 
其 中 仿 为 一 个 nxs 阶 矩 阵 , x 和 b 为 % 阶 列 向 量 ， 而 为 标量 输 
入 。 下 面 介绍 如 何 根 据 这 个 方程 组 来 写 出 对 应 的 信号 流 图 。 为 了 
把 上 式 与 式 (4-1) 相 对 应 , 把 它 改 写 为 
x=(1+A)x—bu (4-3) 
或 
x 
x=[1+A: -| 
个 
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其 中 用 了 一 个 交 阶 列 向 量 b 把 #x7m 阶 矩 阵 (1 十 售 ) 增 广 。 如 果 定 
义 一 个 矩阵 CC, 使 
C=[1+A:; ~—b] 


这 样 ， 得 
Wi Dmit ent =1,2, 入 (4-4) 
3 
其 中 加 
， 1 一 了 
50 一 85 十 oj 一 5 人 
Coa+l 一 一 如 : 主人 1 2 从 
若 定义 也 一 za4t 


则 式 (4-4) 可 写 为 
a 


Wi= Ds; 二 12 和 


Ee 


把 此 式 与 式 (4-1) 比较 ， 可 见 6;; 关 0 时 表示 of 为 2; 到 和 的 弛 的 
增益 ，j 二 1, 2 …， nn 十 1。 车 04; 0 则 表示 2 和 之 间 没 有 弧 。 
所 以 可 以 根据 矩阵 己 来 构成 所 需 的 信号 流 图 。 外 阵 C 描 述 了 图 的 
关联 性 质 以 及 弧 的 权 , 有 时 称 之 为 过 接 矩 阵 。 

作为 例子 ,车 把 前 面 的 方程 组 (4-2) 看 作 是 式 (4-3) 的 形式 , 则 


有 
0 11 1 
| 1 :| —b= 1 
[-1 410 0 
如 一 和 Zi 
由 此 ， 得 
0111 
c-| :ss 
1-1 100 


不 难 验证 , 根据 矩阵 C 可 得 图 4-3 所 示 的 信号 流 图 。 
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对 于 电网 络 来 说 ,信号 流 图 往往 可 以 直接 按 电 网 络 画 出 , 而 不 
必 列 出 圆 络 方程 后 ， 再 按照 上 述 方 法 来 进行 。 本 书 中 将 不 介绍 这 
方面 的 内 容 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 书 籍 。 

另外 ， 值 得 指出 的 是 : 前 面 所 介绍 的 信号 流 图 是 按照 线性 关 
系 来 定义 的 。 事 实 上 ， 完 全 可 以 按照 任何 函数 关系 来 定义 ， 就 是 
说 , 可 以 写 ,例如 

Zi 一 有 (zy Te) 

这 表示 节点 x; 是 以 节点 x; 和 2 为 起 点 的 两 条 就 的 终点 ，f(' ) 则 
表示 荣 种 函数 关系 。 滞 样 , 节点 x 本身 与 其 他 节点 有 类 似 的 函数 
关系 , 节点 zs 也 是 如 此 , 等 等 。 例 如 , 对 


wa 


于 图 4-4 所 示 的 信号 流 图 ， 有 人 5 c 
wa= f(t1, v3) 
wa= fals1 Tas 3) 期 4-4 有 霄 数 关 系 的 偿 号 流 图 


如 果 以 zi( 发 点 )》 为 输入 ，zs 为 输出 ， 则 把 za 代入 后 一 关系 
式 ， 得 
ws=fs(z1, (7b za), 3) = Palm zs) 


一 般 说 来 , 不 能 简化 为 一 个 显 式 。 
84-2 Mason 公式 
Mason 公式 是 用 来 计算 一 个 信号 尝 图 的 增益 窑 , 即 输出 书 点 


变量 z, 与 输入 节点 变量 #， 之 比 。 在 介绍 此 公式 之 前 ， 先 对 信号 
这 图 的 一 些 常用 术语 加 以 解释 。 

信号 流 图 是 一 种 有 向 图 ， 故 所 涉及 的 概念 都 应 按 有 向 图 来 萎 
上 处， 但 是 它 常用 术语 的 名 称 又 与 图 论 中 通常 所 用 的 有 所 差别 。 下 
面 给 由 一 些 常用 术语 ; 

(1) 路 (或 有 向 路 ), 即 有 向 图 的 初级 有 向 链 ; 
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(2) 路 径 增 益 (P), 即 路 中 弧 的 增益 乘积 ; 

《3) 回路 (或 反馈 回路 ), 即 有 向 图 的 初级 闭合 有 向 链 ; 

(4) 回路 增益 ( 开 ) 即 回路 中 强 的 增益 乘积 。 

今后 , 有 时 把 路 和 路 径 增益 , 以 及 回路 和 回路 增益 不 加 区 别 地 
加 以 引用 , 例如 当 提 到 路 P, 和 Ps 之 和 ， 事 实 上 是 指 路 径 增益 之 
和 。 

另外 , 当 提 到 前 向 路 时 , 是 指 自发 点 (输入 ) 到 收 点 (输出 ) 的 一 
条 路 及 其 路 径 增益 。 

车 一 组 回路 不 具有 公有 节点 ， 则 称 它们 是 非 切 触 回路 。 当 任 
两 个 回路 不 具有 公有 的 节点 时 ， 则 称 这 两 个 回路 为 一 组 非 切 触 的 
双重 回路 。 当 任 三 个 回路 不 具有 公有 的 节点 时 ， 则 称 这 三 个 回路 
为 一 组 非 切 触 的 三 重 回 路 。 余 类 推 。 


匠 


为 了 说 明 以 上 这 些 术 语 , 可 参阅 图 4-5 所 示 的 信号 流 图 。 


一 2 


图 4-5 依 号 流 图 的 王 和 五 
自 2 到 zo 的 前 向 路 , 有 
P=(1)(2)(3)(4)(1)=24 
Ps=(1)(—2)(4)(1)=—8 
图 4-6a,b,e、d 为 图 4-5 的 信号 流 图 中 的 全 部 回路 中 的 几 个 
路 ， 同 图 。 则 不 是 一 个 回路 ; 注意 图 *" 所 示 的 自 环 也 算 作 一 个 
回路 。 


回 


工 (一 (一 2)(3) 一 一 6 Ls=(2)(1)=2 
Ls=5 Li=(—2)(2)(1)=—4 
» I03« 


p -2 


Ea La 
2 5 到 
zt "NN 入 和 zs 
全 2 i 3 
© © 四 
中 2 
1 {e) 


图 4-6 图 4-5 的 几 个 回路 
信号 流 图 的 求解 可 以 通过 图 的 简化 来 进行 ， 这 种 简化 称 为 图 
的 变换 。 例 如 , 可 以 把 其 中 的 某 些 节点 “去 掉 ? 或 “吸收 ”, 从 而 获得 
一 个 “剩余 图 ”, 在 剩余 图 中 余 留 的 只 是 那些 有 关 的 变量 , 这 种 过 程 
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相当 于 求解 代数 方程 组 的 消去 法 。 如 果 把 足够 的 节点 吸收 掉 ， 那 
么 就 有 可 能 直接 找到 所 要 求 的 变量 的 解答 。 

信和 号 流 图 的 初等 变换 及 其 与 代数 运算 的 等 价 关系 如 图 4-7 中 
所 示 , 其 证 明 比 较 简 单 ,读者 可 自己 推导 。 图 中 ， 有 些 是 节点 被 吸 
收 , 有 些 刘 是 弛 被 吸收 。 图 。 中 化 简 后 出 现 了 自 环 , 这 是 因为 原来 
图 中 存在 一 个 回路 。 在 图 了 中 , 分 析 了 自 环 在 一 个 节点 上 的 效应 ， 
这 里 有 

wa = 十 ira 
8 一 02 


消去 四 ,得 


一 
i LL 


作为 例子 ,对 图 4-8a,8 所 示 的 信号 流 图 ， 经 变换 后 (见闻 图 
c.8), 就 可 以 方便 地 求 出 其 增益 , 结果 如 下 : 


图 4-8 用 变换 的 方法 求 增益 
对 图 “来 说 , 按 图 6, 有 


[7 ab 
mtia 
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对 图 来 说 , 按 图 台 有 


be fa 
ed | 2 e+) 
一 各 ef 


Hi 
zr 1 


下 面 介绍 Mason 公式 。 设 一 个 信号 流 图 的 发 点 《输入 节点 ) 
信号 为 z4, 收 点 (输出 节点 ) 信 号 为 ,于 定义 为 信号 流 图 的 增益 


或 传输 量 , 即 7 人。 用 来 计算 信号 流 图 的 增益 的 Mason 公式 
可 以 表达 如 下 : 
SL Ph, 

A 


式 中 分 子 的 Pn 是 指 发 点 到 收 点 的 第 各 前 向 路 径 增益 ， 且 求 和 是 
对 全 部 这 种 前 向 路 进行 的 。 分 母 A 称 为 图 的 行列 式 ， 它 由 下 式 给 
出 : 


T= 


A=1— D+ EI St 

其 中 芋 表 示 第 回 路 的 增益 ,而 求 和 JLi 是 对 全 部 这 种 回路 增 
益 进行 的 ; 芋 则 表示 第 组 非 切 触 的 双重 回路 增益 , 它 等 于 该 组 中 
两 个 回路 增益 的 乘积 , 求 和 JL4 是 对 全 部 这 类 双重 回路 进行 的 ; 
戈 则 表示 第 组 非 切 触 的 三 重 回路 增益 , 它 等 于 该 组 中 三 个 回路 
增益 的 箭 积 , 求 和 > 蕊 是 对 全 部 这 类 三 重 回路 进行 的 ; 等 等 。 分 
子 中 的 An 是 图 的 一 种 余 因 式 ， 把 给 定 的 信号 流 图 中 的 第 zr 前 向 
路 的 爹 部 统 以 及 与 此 第 mm 路 共有 一 个 节点 的 全 部 浙 移 去 后 得 到 的 
子 图 , 此 子 图 的 行列 式 就 是 Am。 

Mason 公式 的 证 明 , 可 参阅 有 关 书 籍 。 

为 了 说 明 Mason 公式 ， 参 考 图 4-9 所 示 信 号 流 图 ， 基 增益 
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图 4-9 Mason 公式 的 应 用 


了 = 党 一 立 PoAr/A, 可 以 求 得 如 下 ,其 中 


A=1—ZL +TLi DL te 
而 图 中 共有 4 个 回路 , 非 切 触 双重 回路 只 有 一 组 , 即 分 别 由 弧 a、 ad 
和 c.f 所 构成 , 三重 以 上 的 非 切 触 回路 均 不 存在 , 故 有 
ZLl=adtbetcf tgfed 
ZL adef 
EL = 0 
前 向 路 只 有 二 条 , 即 
Pi=(1)(a) (8)(e)(1)=abe 
Psa=(1)(g)(1)=g 
把 P 的 金 部 弧 以 及 与 它 共 有 一 个 节点 的 全部 浙 移 去 后 将 使 原 
的 全 部 弧 均 被 移 去 , 故 有 
Al=1 
同 理 , 对 Ps 来 说 , 余 剩 的 子 图 将 是 由 弧 5、e 构成 的 回路 , 故 有 
As=1—be 
由 此 得 : 


abc+g(1—be) 


TI -bee god ado 


§4-3 信号 流 图 和 状态 方程 
图 4-10 所 示 用 来 描述 一 个 控制 系统 的 信号 流 图 是 以 拉 氏 变 
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图 4-10 控 氏 变换 形式 信号 流 图 
换 形 式 画 出 的 。 用 Mason 公式 求全 时 ,有 


s=1-|[ —98 + | 


3s{s+6) 38(8+6) 
_s?+98+200 
~ s(st+6) 
1 
pi 0100 
1 as(s+6) ”3(8 十 6 
Al=1 


故 得 


Q(s) 100 
ER(s) #527+9s+200 


从 这 个 关系 式 , 可 以 得 出 下 列 微分 方程 : 


Sa) oda(4) +200g(1) =1007(#) 


可 见 , 从 信号 流 图 可 以 导出 系统 的 微分 方程 。 
现在 , 设 有 一 个 常 系数 的 线性 微分 方程 : 


dy | dy dy do, Ao _ 
氏 + 人 + 人 +90 一 69+5+20 (4-5) 


对 上 列 方 程 ,用 拉 开 变换 且 设 所 有 初始 条 件 均 为 零 , 得 
(88 十 482 十 78 十 36) 了 (5) 一 (682 十 58 十 2)FCS) 


或 Y(s) 682 十 58 十 2 
V(s) ss+48? 十 75 十 36 
上 式 的 分 子 和 分 母 均 除 以 3 后 ,得 


08 


6 2 
Ye) DMA Ce) 
1 地 + 让 二 部 
把 上 式 与 图 4-10 的 信号 济 的 关系 式 对 纪 , 可 见 表示 这 个 传递 函 
数 的 信号 流 图 ,其 结构 可 使 之 与 图 4-10 有 一 定 的 相似 性 。 如 果 参 
照 Mason 公式 中 的 A, 设想 一 个 信号 流 图 , 其 回路 都 是 切 触 的 , 则 
不 难 画 出 它 的 一 部 分 如 图 4-11a 所 示 , 这 部 分 将 与 分 母 对 应 。 


1 1 2 
Xl XK 1 Xs 


SA 
一 86 


{8) 
图 4-11 式 (4-5) 的 信号 流 图 


按照 分 子 的 要 求 , 增添 前 向 路 部 分 ， 使 其 爹 部 的 A 二 1, 结果 
将 如 图 4-118 所 示 。 应 用 Mason 公式 ,不 难 难 证 图 4-112 确 系 式 
(4-6)， 改 也 即 式 (4-5) 的 信号 流 图 。 内 部 节点 变量 立 \、 ?和 s 是 


任意 选取 的 , 由 于 十 在 时 域 中 表示 积分 , 故 用 文 , ,站 和文。 来 表 


示 m .zz 入 的 导数 的 象 函 数 。 
如 果 要 把 式 (4-5) 化 为 状态 方程 形式 , 则 根据 图 4-11, 直接 得 
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dl 一 02 

2 一 28 

js 一 一 36z 一 7zs 一 47s 十 也 
3 一 221 + 5%2 + 6xs 


,ar 
其 中 TT 
令 文 和 x 分 别 表示 3x1 阶 列 向 量 , 则 有 
雯 =Ax+Bv 
y=Cx+Do? 
其 中 
0 1 0 0 
| 0 0 "| "i 
—36 —7 一 4 1 
C=[2 5 61 D=0 
= a 
X=| 22 文 一 人 
L_ 93 ba 


以 上 所 得 的 方程 就 是 以 为 状态 变量 的 状态 方程 的 标准 形式 。 

对 一 个 单 输入 , 单 输出 系统 , 如 果 输 入 的 最 高 阶 导 教 比 之 输出 
的 最 高 阶 导 数 低 一 阶 ， 则 不 难 把 上 述 的 方法 推广 到 一 般 情 况 。 设 
已 知 


Y(8)_ Guan -1 十 On-18" ?+ 
V(8) sr+baa" Tb + b 


表示 此 传递 函数 的 信号 流 图 可 以 有 两 种 形式 ， 分 别 如 图 4-12a、5 
所 示 ， 图 中 把 二 作为 积分 运算 来 考虑 , 所 以 
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(8) 
图 4-12 两 种 形式 的 信号 流 图 


全 部 变量 均 用 时 间 函 数 来 表示 。 根 据 图 4-124 和 5, 可 以 得 出 状 
态 方程 ; 


X=Ax+Bv 
y 一 Cx 十 Dy 
对 应 图 有 
0 1 0 0 0 
0 0 1 0 0 
A= : B= 
: : i; 1 。 
—b bs —bs + by 1 
C=[at oa on] D=0 
对 应 图 5, 有 
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0 0 0 —b G1 

1 0 0 —bs oa 
A-l0o 1 0 —bs B= ， 

0 0 0 ww 1 一 加 Gn 
C=[0 0 ... 1] D=0 


如 果 g 的 最 高 阶 导数 的 次 数 为 *， 则 矩阵 人 A 为 8xn 阶 ,B 是 
名 XxX1 阶 ,C 是 1x%w 阶 ,D 是 1x1 阶 。 

以 上 讨论 中 , 认为 系统 是 可 观察 和 可 控制 的 , 即 传递 函数 确实 
可 以 用 来 描述 此 系统 的 。 . 

图 4-11,4-12 所 示 的 信号 流 图 有 时 称 为 状态 转换 图 。 这 一 节 
的 内 容 告诉 我 们 如 何 从 一 个 系统 的 传递 函数 得 出 其 状态 转换 图 ， 
又 如 何 由 此 获得 其 对 应 的 状态 方程 。 


8 4-4 Coates 流 图 了 
信号 流 图 是 根据 “因果 ”关系 画 出 的 ， 它 所 依据 的 代数 方程 组 
如 式 (4-3) 所 示 , 即 
x=(1+A)x—be 
这 里 ， 稍 带 有 不 太 自然 的 因素 在 里 面 z “由 于 一 般 的 代数 方程 组 有 
如 下 的 形式 : 
Ax—bu=0 (4-7) 
所 以 ,如 果 能 直接 依据 这 种 形式 画 出 一 个 有 向 图 , 则 将 具有 一 定 的 
优越 性 。Coates 的 流 图 就 是 按 这 种 思想 提出 的 。 把 上 式 改 写 为 


» 
Bas —bu=0 $=1,2, 和 (4-8) 
jl 


国 流 图 一 Flow Graph 
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与 式 (4-7) 相 联 的 加 权 有 向 图 , 或 Coates 流 疼 可 定义 如 下 ; 此 有 
向 图 具有 # 个 非 输 入 节点 , 标 为 zu za …,zw 和 一 个 输入 节点 , 标 
为 w。 苦 设 节 点 变量 x; 与 第 i 方程 相对 应 , 则 当 nj 只 0 将 有 一 条 
自 节 点 wy 到 节点 xi; 的 弧 , 其 权 即 qi,j 二 1,2,…,n; 当 qa 二 0, 则 节 
点 zi 和 节点 zx; 之 间 不 存在 弧 ; 若 5; 寺 0, 则 自 忆 到 zx; 有 一 条 权 为 
一 5 的 弧 。 
举例 来 说 , 设 线性 代数 方程 组 为 
10 0 5 一 4 ] zr 
0 8—2 0 
3-1 0-1 I= 
2 0 -2 6 上 办 
其 对 应 的 Coates 流 图 将 如 图 4-13 所 示 ， 其 中 把 输入 节点 4 定义 
为 x6=1。 


2 


名 串口 必 


图 4-13 Coates 流 图 
方程 组 (4-7) 可 改写 为 


x 
[A: ->|- 0 
了 


令 撼 阵 CA[A ; 一 bj=[ew]i=1,2,0,%; 一 1 2 十 芋 则 
撼 阵 C 称 为 Coates 流 图 的 过 接 矩 阵 。 与 信号 流 图 的 连接 矩阵 比 
较 ,在 Coates 流 图 的 情 癌 下 矩阵 A 出 现在 C 中 ， 而 对 信号 流 图 ， 


1 


则 1 十 A 出 现在 C 中 。 这 样 一 来 ,如 果 令 &=zatis 则 oj 二 0 将 表 
示 它 是 节点 %% 到 节点 的 有 权 颖 。 可 见 Coates 流 图 可 以 比较 容 
易 地 直接 从 代数 方程 组 画 出 来 。 

另外 ,对 电网 络 来 说 ， 往 往 可 以 不 必 列 出 相应 的 代数 方程 组 ， 
而 从 电网 络 本 身 直接 画 出 Coates 流 图 。 例 如 ,对 于 图 4-14a 所 示 
的 一 个 点 体 管 放大 器 的 等 值 电路 , 写 出 它 的 节点 电压 方程 , 有 


GitG —G, 一 Gy wm] [I 
—G G+GTG—aG, —G, ua | 一 | 0 
一 Gy 一 Go+aG。 G+tGtGlus| Lo 


其 中 加 ,aavat 为 节点 电压 变量 。 对 应 的 Coates 流 图 将 如 图 4-145 
所 示 。 这 个 流 图 可 以 从 图 4-16a 的 电网 络 直 接 画 出 来 。 
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(a) {B) 
图 4-14 放大 电路 的 Coates 流 图 


关于 计算 Coates 流 图 的 增益 的 拓扑 公式 以 及 其 证 明 , 可 参阅 
有 关 书 籍 。 
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第 五 章 网 络 的 流 ?" 


85-1 运输 网 络 

本 童 简要 地 介绍 网 络 的 流 及 其 他 有 关 问 题 。 先 从 运输 网 络 讲 
起 。 设 六 (V,4)@ 是 一 个 连通 的 ,无 自 环 的 有 向 图 ， 其 中 有 一 个 且 
仅 有 一 个 发 点 ,以 v.( 或 8) 表示 之 , 有 一 个 且 仅 有 一 个 收 点 ， 以 2 
(或 站 表示 之 ， 其 余 顶 点 称 为 中 间 顶 点 。 每 条 弧 (i, 7) 赋 予 一 个 非 
负 的 实数 权 e(2 7 了 ), 称 为 统 (i, 直 的 容量 ,一 般 说 来 eCi, 了 二 e(j, 们 。 
另 设 一 个 实数 了 i, 四, 称 为 弧 (5,j) 的 流 , 一 般 说 来 1(%, 站 二 一 (fj,4)。 
为 了 投 述 方便 , 设 区 和 了 是 顶点 六 的 子 集合 , 则 (XX, 了 ) 表 示 起 点 在 
了 及 中 (iEX), 终 点 在 了 中 (jEY) 的 那些 浙 的 集合 ; 而 


FEDE BD Fi) 


rrr 
即 扰民 ,了 ) 表 示 起 点 在 互 中 , 终点 在 了 中 的 全 部 绪 的 流 之 和 。 

图 叉 的 一 个 流 的 模式 ,简称 为 思 的 流 ， 是 张 的 流 的 一 个 集合 ， 
用 严 表 示 之 , 即 也 ={f(i, 了 )}。 对 所 有 iEV, 下 式 成 立 ; 


fi: 当 i=s 

了 太一 大 记念 = 0 当 1#s8 (5-1a) 
一 所 当主 一 

of, j)>f(i, 0 对 所 有 i,) (5-15) 


式 (5-14) 说 明 ， 从 发 点 s 流出 的 流 为 f。,,， 从 收 点 流出 的 流 为 
一 了 J, ,， 也 即 流出 发 点 的 流 等 于 流入 收 点 移 流 对 其 余 任 一 中 间 
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顶点 ,流入 的 流 等 于 流出 的 流 , 即 在 每 一 个 顶点 , 流 是 守恒 的 ,也 就 
是 相当 于 基 尔 党 夫 电流 定律 。 的 流 P， 如 果 同 时 满足 式 (5-14) 
和 (5 一 18) 且 也， 是 非 负 教 , 则 称 流 到 是 相 容 的 ,而 也， 则 称 为 到 
的 信 。f(i,j) 可 以 用 来 表示 例如 流 过 自 v; 到 9; 那 段 弧 (i,j) 的 
物资 数量 , 且 它 不 应 超过 这 段 继 的 容量 , 而 了, , 则 表示 自发 点 8 发 
出 的 物资 数量 或 到 达 收 点 i 的 物资 数量 。 

上 述 的 图 轧 往 往 称 为 运输 网 络 。 例 如 ， 一 些 港 上 a1、 62…a;， 
和 本 ,562%b4 可 用 下 的 顶点 来 表示 ， 设 在 港口 ivaa…as 的 某 种 物 
资 准 备 通过 船只 运往 港口 Bi.Ba…ae。 令 mi 表示 在 港口 om 准备 启 
运 的 物资 量 , 而 令 中 表示 港口 5 所 需要 的 物资 量 。 两 个 港 a;、 
5 之 间 的 航行 通道 可 用 驱 (ai, 5,) 来 表示 , 用 船只 运送 物资 量 的 能 
力 则 用 己 的 容量 c(i, 了 来 表示 。 问 题 是 , 这 样 的 设置 能 否 满足 一 
切 需 要 ? 如 何 组 织 运输 ? 为 了 回答 这 些 问题 , 设 一 发 点 5， 自 至 
任 一 顶点 a:， 用 一 条 容量 为 c(s, 4;) 一 m; 的 弓 联 接 。 另 设 一 收 点 
t， 自 任 一 顶点 5 至 二 用 一 条 容量 为 ce(5y, 全 一 的 对 联接 ( 见 
图 5-1)。 这 样 ， 问 题 就 归结 为 求 出 此 网 络 六 的 一 个 极 大 流 〈 如 有 
可 能 的 话 ), 这 个 极 大 流 将 表示 在 尽量 满足 需要 的 情况 下 ， 沿 着 每 
条 航道 通过 船只 运送 的 物资 量 。 

显然 ， 运 输 网 络 可 用 来 表示 的 物理 模型 将 是 多 种 多 样 的 。 网 
络 的 驱 可 能 用 来 表示 城市 之 间 的 公路 , 电讯 局 之 间 的 通讯 线路 ,网 


图 5-2 运输 网 络 的 流 


络 的 流 则 可 能 代表 运送 的 物资 量 ， 公 路 上 通过 的 汽车 数量 或 信息 
量 等 。 

下 面 , 就 一 个 具体 数字 例子 来 说 明 上 述 的 概念 ,图 5-2 所 示 为 
一 个 运输 网 络 ， 骤 旁 的 第 一 个 数字 用 来 表示 台 的 容量 ,例如 
ce(8,1) 一 8, c(1, 3) 二 9, ce(2, 4)=9, ce(3, 1)=5 等 ,满足 条 件 (5-19)、 
(5-15) 的 流 总 是 存在 的 ， 例 如 所 有 骤 的 流 都 为 零 ， 就 是 一 个 相 容 
解 。 图 5-2 中 , 弧 旁 的 第 二 个 数字 用 来 表示 绝 的 流 ,图 中 数字 所 表 
示 的 是 图 W 一 个 相 容 的 流 ( 读 者 可 自行 检验 )。 这 个 流 卫 的 值 了 ， 
为 10。 

如 果 一 条 弛 的 流 等 于 该 弧 的 容量 , 即 (i,j) = 二 oCi,j 了 )， 则 称 
继 人 作为 狗 和 张 ,否则 就 是 非 饱和 的 。 例 如 , 图 5-2 中 , 强 (3, #)， 
(3, 2) 是 饱和 的 , 其 余 红 都 是 非 饱和 的 。 运 输 网 络 的 一 个 主要 问题 
是 要 找 出 它 的 一 个 极 大 流 Fmax, 即 在 满足 式 (5-1a) 和 (5-12) 的 条 
件 下 ,使 了,, 极 大 。 式 (5-15) 是 不 等 式 ， 所 以 这 个 问题 是 一 个 典 
型 的 线性 规划 的 问题 。 

为 了 解决 录 找 运输 网 络 的 极 大 流 问 题 , 先 介绍 切割 的 概念 , 这 
是 下 一 节 的 内 容 。 


85-2 切割 (Cui) 
运输 网 络 W(P, 4) 的 一 个 分 离 发 点 s。 和 收 点 的 切割 定义 
为 弧 的 集合 (V1,F1), 其 中 sEV1, itEP;, 而 TV 为 了 的 一 个 子 集合 ， 
Pi=V 一 Pi 为 PV 的 补 集 。 切 割 的 容量 用 e(Fub 产 ) 表示 ， 定 义 为 
切 审 的 所 有 弧 的 容量 之 和 , 即 
eV,P)= 立信 
EC) 
有 了 时 把 eC(V1, 六 1) 简写 为 clK)。 
例如 ， 对 于 图 5-2 所 示 的 运输 网 络 ， 一 个 切割 K! 是 {(1,3)， 
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(2,4)}, 而 ce(K)=9+9 一 18。 另 一 个 切割 ;是 4(1,3), (1,2)， 
(s, 2)}。 注 意 , 切割 与 割 集 是 两 个 略为 不 同 的 概念 ,切割 Ki 是 按 顶 
点 集合 Fi= (si D 3) 及 玉 =13,4, 机 来 定义 的 ,而 相应 的 分 离 这 两 
个 顶点 集合 的 制 集 ( 按 无 向 图 的 定义 ) 则 为 {(1, 3), (2, 4), (2,3)}， 
即 把 这 三 条 弧 移 去 , W 将 分 为 两 个 部 分 ， 可 是 切割 KK, 不 是 一 个 制 
集 。 但 是 切割 尺 s 却 同时 又 是 一 个 割 集 。 一 般 如 把 驴 的 切割 移 去 ， 
下 不 一 定 分 离 成 为 两 个 者 分 ， 但 是 它 一 定 把 站 的 全 部 自 s 到 的 
有 向 链 断 开 , 这 是 因为 自 s 到 的 有 向 链 必 含有 切割 (Fi ) 的 某 
一 条 弧 ; 所 以 车 把 切割 (V1,P1) 的 全 部 琶 移 去 , 自 s 至 i 将 不 存在 
任何 有 向 链 。 这 祥 ， 从 直觉 上 不 难 理解 ,W 的 一 个 流 P 的 值 了, ， 
不 能 超过 任何 切割 的 容量 e(K), 就 是 说 ， 有 如 下 的 结果 : 设 运输 
网络 W(F,4) 的 一 个 自 8 至 的 流 了 ,其 信 为 有 ,,， 且 令 (V1, 1) 
为 分 离 s 和 上 的 任何 一 个 切割 , 则 下 式 成 立 : 
了 一 用 Pb Pi) —f (PV, VI) Sep P) (5-2) 
先 证 明子, ,二 fCV4 也 1) 一 了 六, 了 V1)。 按 式 (5-19), 有 
fs, V)—HV, se) 一 
fli, 7)—f(V,1)=0 ia,t 
下 和 及 一 和 PP 划一 一 了 
这 样 ,对 任何 集合 使 ETGE 豆 , 将 有 


SL,7) -fF i)]=f,, 


eX 


或 f(X,V) fy, X)=f,,, 
由 于 7 一 瑟 U 区 ,把 它 代 人 上 式 , 且 由 于 互 门 豆 一 多 故 得 上 式 堪 边 为 
F(X,V) f(y, X)=f(X, XUT)—f(XUE, X) 
但 是 f(X, XUY)=f(X, X)+f(X, 3¥)—f(X, XNX) 
=f(X, X)+f(X, X) 
而 fC(XUZ, x)=f(X, X)+f(T, X)—fXNE, XY 
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=f(X, X)+f(X, x) 
所 以 有 fCX,X)+f(Z, 2)—f(X, X)—f(X, X)=fo, 
即 f(X, I)—f(X, X= 
但 是 ,了 ( 芋 , 牙 )>0, 所 以 
feof lr, Y)= Dfi,s) 


ex eT 
按 式 (5-15)， fi,j)<eli,)) 
因此 了 < 袜 o(i 放 一 e( 琶 , 互 ) 
EXYjES 

上 式 对 任何 都 成 立 , 因此 式 (5-2) 成 立 。 

式 (5-2) 中 的 等 式 说 明 , 运输 网 络 的 一 个 自发 点 s 至 收 点 上 的 
流 值 等 于 任何 分 离 s 和: 的 切割 中 的 流 的 净值 ， 即 切割 的 流 减 去 
那些 自 六 至 Vi! 的 弧 中 的 流 的 总 和 。 

作为 上 述 结果 的 一 个 特例 , 设 min[e( 玉 )] 是 克 的 一 个 极 小 
切割 ， 即 叉 中 不 存在 其 他 切割 "使 cLK')<minLe( 玉 )]， 另 设 
max[f。, sj 为 娘 的 一 个 极 大 流 值 , 则 由 于 

fmaxtfsl<minte( EK)l<e( EK) 


即 
max[f,,J<min[e(K)] (5-3) 
就 是 说 , 极 大 流 值 小 于 或 等 于 极 小 切割 容量 。 


8$5-3 裤 大 流 一 极 小 切 创 定理 
前 面 已 经 指出 ， 运 输 网 络 分 析 的 一 个 中 心 课题 就 是 寻求 网 络 
的 一 个 相 容 的 极 大 流 。 作 为 例子 ， 图 5-3 示 出 了 图 5-2 的 运输 网 
络 的 一 个 极 大 洲 ， 这 里 统 (3, 加 和 (2, 4) 已 饱和 。 下 一 节 将 介绍 
求 加 的 极 大 流 的 方法 。 这 一 节 介绍 福特 - 傅 克 逊 定理 (Ford- 
Fulkerson Theorem) 或 “ 极 大 流 一 极 小 切割 定理 ”"”， 其 内 定 如 
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四 9 9 Ve 
图 5-3 太 的 极 大 流 
定理 5-1 在 一 个 给 定 的 运输 网 络 上 ， 流 的 极 大 值 等 于 切割 
的 极 小 容量 。 
就 是 说 ,有 


max[f,i1=minte(K)] 

上 一 节 已 证 明 max[f。 ,] 不 能 超过 任何 分 离 s 和 上 的 切 害 的 
极 小 容量 , 即 min[e( 玉 )]。 所 以 定理 5-1 的 证 明 在 于 证 明 式 (5-3》 
的 等 式 成 立 。 下 面 按 照 福特 和 传 克 进 提 出 的 方法 证 明 这 个 定理 
《还 可 以 用 另外 方法 来 证 明 )。 

先 定义 运输 网络 的 一 条 路 。 设 相 异 顶点 序列 ,V2,…, Vn 具 
有 下 列 性 质 ,对 =1,2,…，% 一 1，(94s9i41) 或 《Viris94) 为 一 条 
张 , 且 对 任何 i, 只 有 一 种 可 能 存在 ， 这 样 的 缴 的 序列 称 为 一 条 从 
扩 到 vs 的 路 。 这 样 定义 的 路 与 前 面 定义 的 有 向 路 的 差别 在 于 ， 从 
针 走 向 时 ， 侈 许 其 中 某 些 引 的 方向 与 走向 相反 。 显 然 , 如 不 考 
虚 台 的 方向 ， 即 把 颖 看 成 边 ， 则 这 种 路 的 定义 与 无 向 图 的 是 一 致 
的 。 属 于 此 路 的 弛 (vi,v41) 称 为 前 向 绪 ， 否 则 就 称 为 后 向 弛 。 便 
如 ,图 5-2 中 ,(s,1), (1,2), (2,3), (3, 5) 就 是 一 条 从 到 的 路 ， 
其 中 (8 1) (1 2) 《3, 5) 为 前 向 半 , (3, 2) 为 后 向 弧 。 

解决 寻求 运输 网 络 的 极 大 流 问 题 的 通常 方法 是 ， 鞠 任意 假设 
疯 络 的 一 个 相 容 流 , 然后 , 自 此 出 发 ， 设 法 逐渐 增 大 流 值 。 这 里 我 
们 假设 弧 的 容量 为 正 整数 (车 弧 的 容量 为 有 理 数 , 则 可 化 为 整数 后 
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再 进行 )。 如 果 自 到 上 的 路 中 , 存在 一 条 路 其 所 有 前 向 弧 未 被 饱 
和 , 其 所 有 后 向 台 具 有 正 值 的 流 。 在 这 种 情况 下 , 总 有 可 能 使 这 条 
路 的 所 有 前 向 张 的 流 增 加 一 个 正 整数 e， 所 有 后 向 统 的 流 减 
去 。， 而 同时 保持 爹 部 统 的 流 为 正信 且 不 超过 弧 的 容量 。 这 样 做 ， 
不 会 破坏 流 的 相 容 条 件 ， 同 时 也 不 会 影响 不 属于 此 路 的 其 他 弧 的 
流 。 但 是 六 的 流 值 有,， 则 增加 了 *。 所 以 总 有 可 能 逐次 增加 了 
使 六 的 自 s 到 的 全 部 路 中 的 任何 一 条 ， 其 中 至 少 有 一 条 前 向 弧 
被 饱和 ,和 /或 一 条 后 向 张 的 流 为 零 。 具 有 这 种 条 件 的 路 称 为 不 可 
增 广 路 ,否则 称 为 可 增 广 路 。 当 自 s 到 # 的 路 都 不 可 增 广 时 ，f,: 
就 不 能 再 增 大 , 即 f,, 迷 极 大 值 ,否则 总 可 按照 上 述 步骤 增 大 也 

现在 ,假设 一 个 流 的 什 已 过 极 大 ,并 按 此 流 卫 定义 一 个 切割 
《 开 , 部); 为 了 证 明定 理 5-1, 正如 前 面 已 指出 的 那样 ， 只 需 证 明 此 
流 值 等 于 此 切割 的 容量 e(, 蔷 )。 为 了 伐 到 这 一 点 ， 设 顶点 集合 
了 递归 定义 如 下 : 

(0) s€X,(B) 若 zE 和 及 fw 一 c(20)， 则 3EX; 若 wEX 
及 fg,z)>0， 则 yE 开 。 可 以 证 明 4E 束 。 因 为 在 相反 的 情况 下 ， 
按 开 的 定义 , 将 有 一 条 自 s 到 的 路 s=20 za …， 2 一 志 此 路 的 
人 金 部 前 向 弧 Cvi,zi+1) 诺 中 

frrin) evorit) 
而 其 全 部 后 向 弧 (zi+b 9;) 满 足 

fms ti)>0 
这 样 , 这 条 路 将 是 可 增 广 的 ,因此 与 f,; 为 极 大 相 矛 盾 。 汝 此 必 
属于 区 。 

由 此 可 网 ,( 互 , 互 ) 为 分 离 s 和 :的 一 个 切割 。 同 时 ， 按 XX 的 
定义 , 若 (x,5)E(X, 对 ), 则 f(z,5) 二 c(z,); 车 (2,2)E( 革 ， 芭 )， 
则 fz,2) 二 0, 否则 z 将 在 对 中 。 所 以 ,有 

f(X, FX)=o( X,Y) F(X,X)=0 
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这 样 ,在 式 (5-2) 中 , 将 有 等 式 成 立 , 即 
foi=e( FX, XY 
而 此 切割 的 容量 必 为 极 小 ,天 ,, 则 为 极 天 , 否则 将 与 式 (5-3) 了 矛盾 。 
为 了 确定 运输 网 络 的 极 大 流 ， 如 果 用 上 面 逐次 增 大 流 值 的 方 
法 来 达到 , 这 种 做 法 是 很 不 现实 的 , 因为 没有 解决 如 何 寻 找 可 增 广 
的 路 的 办 法 。 下 一 节 介 绍 的 标记 算法 将 解决 此 问题 。 


8 5-4 确定 极 大 流 的 标记 算法 

这 种 标记 算法 分 为 两 个 过 程 。 一 是 标记 过 程 , 二 是 增 广 过 程 ; 
前 者 用 来 寻找 可 增 广 路 ， 同 时 可 以 用 来 确定 定理 5-1 证 明 中 所 定 
义 的 集合 并 。 前 一 过 程 只 需 对 每 一 个 顶点 答 查 一 次 ， 就 能 找到 一 
个 可 增 广 路 。 后 一 过 程 则 使 沿 可 增 广 路 的 流 增 长 。 

在 标记 过 程 中 , 每 一 顶点 给 予 三 种 不 同 的 记号 。 对 一 个 典型 的 
顶点 了 标记 时 ,第 一 个 记号 是 下 标 i, 即 对 所 要 检查 的 顶点 iEX 的 
下 标 ; 第 二 个 记号 用 “十 ?或 “一 "来 标记 , 若 eC$,7) 一 J(i,7 了 )>>0 则 
记 为 十 号 ,车 fj, 让) 之 0 则 记 为 一 号 ;第 三 个 记号 则 用 来 说 明 有 关 
绪 上 所 能 增 大 的 流 值 。 下 面 沈 介绍 标记 过 程 。 

4. 标记 过 程 

第 一 步 : 发 点 s 标记 为 (s, +，e(8)=oo)。 这 时 8 称 为 被 标 
记 ,未 细 查 。 其 余 项 点 则 称 为 未 标记 , 未 细 查 。 

第 二 步 : 选择 任 一 个 已 标记 未 细 查 的 顶点 %， 

(a) 对 所 有 9, 如 存在 强 (y,2)，y 是 未 标记 的 ; 当 2)>0 
时 ,把 标记 为 (z, 一 ,2(9)), 其 中 < 的 一 min[e(z), f(y,x)]。 这 
样 ,y 被 标记 ,但 未 细 查 。 

(58) 对 所 有 gy, 如 存在 弧 (z,y),y 是 未 标记 的 ; 当 oCz，9) > 了 
(2 所 时 ,把 标记 为 (z, 十 ,e(8)), 其 中 (9) 王 min[e(z), ce(z,9) 
一 了 (z,9)]。 这 样 ,y 被 标记 , 但 未 细 查 。 


» 122。 


把 zx 的 十 号 或 一 号 加 图 一 个 小 贺 。 这 表示 = 被 标记 , 被 细 查 。 

第 三 步 : 重复 第 二 步 , 直至 收 点 i 被 标记 ,或 者 直至 不 再 有 顶 
点 可 以 被 标记 。 在 后 者 情况 下 ,整个 算法 结束 。 在 前 者 情况 下 , 转 
向 增 广 过 程 。 

B， 增 广 过 程 

第 一 步 : 令 z= 忆 转向 增 广 过 程 的 第 二 步 。 

第 二 步 : 如 果 z 的 标记 为 (4, 十 ,2), 把 f(g，z) 增 加 a( 们 。 如 
果 # 的 标记 为 (9, 一 , 8), 把 f(z, 扑 减 小 el#)。 

第 三 步 : 如 果 g 二 s, 把 全 部 标记 去 掉 ， 回 到 标记 过 程 的 第 一 
步 。 否 则 , 令 :=9, 回 到 增 广 过 程 的 第 二 步 。 

为 了 说 明 标 记 算法 ,以 图 5-2 所 示 的 运输 网 络 为 例 。 图 5-46 
示 出 了 一 个 假设 的 相 容 流 (也 可 以 及 零 值 的 流 开始 )。 发 点 * 标 为 
(8, 十, co)。 顶 点 1 标 为 (8, 十 ,4), 顶 点 2 标 为 (s, 十 ,3)。s 被 标 
记 , 被 细 查 , 故 把 其 十 号 加 小 图 。 顶 点 3 标 为 (1, 十 ,4)。 顶 点 1 被 
标记 , 被 细 查 。 顶 点 4 标 为 (2, 十 ,3)。 顶 点 2 被 标记 ,被 细 查 。 收 
点 ? 标 为 (4, 十 ,3)。 顶 点 4 被 标记 ,被 细 查 ( 见 图 5-44)。 


(8,8,4) 9,3 (Li,4) (B11) 95 1,8,1) 
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(a) 人 
图 5-4 标记 算 荡 
由 于 收 点 # 被 标记 ,所 以 存在 一 条 自 s 至 的 可 增 广 路 。 按 增 
广 过 程 , 此 路 为 (s;2), (2,4), (4,t)， 流 的 增长 值 为 2()=3。 然 
后 , 把 所 有 标记 全 部 去 掉 , 回 到 标记 过 程 。 
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重复 上 述 过 程 , 最终 得 图 5-4b, 由 于 收 点 上 不 能 被 标记 , 所 以 
天 ,不 青 能 增长 。 上 节 证 明 过 程 中 提 到 的 顶点 集合 也 就 是 那些 被 
标记 的 顶点 , 在 本 例 中 下 = {s,1,2,3}, 而 了 ={4, 旭 。 不 蕉 看 出 
F(X, 3)=e(Z, 社 ), 了 (和 ,XX) =0, 而 Fir=14。 

从 以 上 整个 过 程 来 看 , 当 一 个 顶点 被 标记 , 被 细 查 后 ， 在 之 后 
的 过 程 中 就 完全 可 以 不 再 加 以 考虑 ， 所 以 这 种 算法 是 有 效 的 。 基 
一 个 顶点 < 得 到 标记 ， 则 表示 自 。 到 2 之 间 的 路 为 一 条 可 增 广 路 
的 前 面 一 段 。 自 到 可 能 存在 许多 这 种 路 ， 但 只 要 找到 一 条 就 
已 足够 ,如 果 i 被 标记 , 则 说 明 自 至 + 存在 一 条 可 增 广 的 路 , 流 值 
的 改变 则 可 按 s(t) 来 确定 。 

我 们 假设 弧 的 容量 为 正 整数 , 如 果 起 始 的 相 容 流 是 正 整 数 , 则 
当主 被 标记 后 , 流 值 就 可 以 增加 一 个 正 整数 。 因此, 算法 是 有 限 的 ， 
因为 每 一 次 流 值 至 少 能 增加 一 个 单位 。 所 以 最 终 获得 的 极 大 流 也 
将 是 整数 的 。 不 过 应 当 指 出 ， 这 种 受 整数 限制 的 条 件 是 由 于 我 们 
用 来 证 明定 理 5-1 所 用 的 方法 造成 的 。 

在 运输 网 络 问 题 中 ， 自 发 点 至 收 点 运送 的 物资 还 可 能 不 只 
一 种 而 是 多 种 的 。 因 此 ， 产 生 多 种 物资 流 的 问题 ， 这 里 不 再 介 
绍 。 


8$5-5 最 短路 径 问 题 

许多 实际 问题 与 寻找 一 个 “图 的 最 短路 径 " 密 切 相关 。 从 一 个 
城市 走 到 另 一 个 城市 ， 求 最 短 的 旅程 就 是 一 个 例子 ; 要 求 通过 最 
少量 的 中 间 站 或 通道 找 出 一 条 通信 路 径 是 另 一 个 例子 ; 要 求 一 个 
最 迅速 的 方法 走出 一 个 迷 阵 也 属于 这 类 问题 。 

先 失 无 向 图 来 介绍 最 短路 径 问题 。 设 一 个 图 G=(F, 2)， 对 
它 的 任 一 条 边 。, 有 一 个 称 之 为 。 的 长 度 的 数 红 e] 之 0。 最 短路 径 
问题 即 寻找 一 条 自 顶 点 + 到 顶点 w 的 路 /使 “全 长 
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达到 极 小 。 注 意 , 这 里 所 谓 一 条 边 e 的 长 度 不 一 定 是 指 几 何 长 度 。 
警 如 , 它 可 以 表示 走 过 e 所 费 的 时 间 。 

假定 要 求 从 城市 4 到 城市 5 的 一 个 最 短路 径 ， 则 可 构成 一 个 
G, 把 两 个 地 方 的 每 条 道路 用 图 的 一 条 边 来 表示 ,并 令 道 路 的 里 
程 用 相应 的 边 长 来 表示 。 这 样 的 问题 就 是 寻找 图 GG 的 一 个 最 短路 
径 问 题 。 显 然 , 寻找 一 条 化 费时 间 最 小 , 或 最 经 济 的 旅程 ， 都 属于 
局 一 类 型 的 问题 。 

先 介 绍 一 种 寻求 无 向 图 的 最 短路 径 的 标记 算 靶 。 设 顶点 凡 
为 起 点 。 用 零 标 记 v1, 其 他 顶点 则 标 以 任意 相当 大 的 数 。 如 果 存 
在 一 条 边 fepei]， 其 顶点 9 的 标记 大 于 v; 的 标记 与 边 [9;, 9;] 的 
长 ?v4 之 和 ， 则 把 9; 的 标记 改 为 此 和 数 。 当 不 再 可 能 进一步 
做 任何 这 种 代 换 时 ， 考 虑 任 一 顶点 9 其 标记 将 表示 自 至 9 的 
最 短路 径 的 全 长 。 要 找 册 一 条 自 2, 到 v1 的 最 短路 径 ， 则 可 自 天 
顺 着 一 条 边 色 9), 2; 的 标记 与 [zs zi] 之 和 等 于 w% 的 标记 ; 依次 
确定 这 样 的 顶点 , 直到 v1 为 正 。 

作为 一 个 简单 例子 ， 考 虑 图 5-54 所 示 的 图 G。 除 zi 标 为 0 
外 , 其 余 顶点 都 标 为 100〈 各 边 长 度 均 示 于 对 应 的 边 旁 ) 。 把 所 有 
与 外相 邻 的 顶点 v4 的 标记 换 以 1Lw 9i]， 因 为 对 每 一 这 种 顶点 


《G) CB) (0) 
图 5-5 寻找 最 重 路 径 
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有 0 十 1[eu 951] 二 100。 然 后 , 经 过 几 步 可 得 图 5; 最 终 得 图 ce。 这 
时 全 部 顶点 的 标记 不 再 能 改变 。 因 而 从 岂 到 如 的 最 短路 径 之 长 
为 8， 即 的 标记 ; 其 具体 路 径 如 图 。 中 的 粗 线 所 示 。 同 理 ， 任 
一 顶点 59 的 标记 是 它 到 v1 的 最 短路 径 之 长 。 

下 面 把 上 述 的 方法 系统 化 。 设 8 为 顶点 集合 下 的 一 个 真子 集 ， 
于 =V 一 8。 如果 用 卫 ==[v1，…,9,w] 来 表示 一 条 自 v1 到 6 的 最 短 
路 径 ,显然 2 必 属于 8， 生 属 于 了 的 一 段 自 %1 到 。 的 路 必 然 是 最 
短 的 。 因 此 , 如果 用 a[v1, to 表示 一 条 自 o 到 也 的 最 短路 径 的 全 长 ， 
则 有 

dLv, 2 一 CEL25 91+ tv, w] 

而 自己 到 有 的 最 短路 径 的 全 长 由 下 式 给 出 ; 


dw, 下 一 mintarou v1+ i[v, w]} (5-4) 
3 


这 个 公式 是 下 面 要 介绍 的 标记 法 的 依据 。 从 顶点 集合 Bi 一 
tv} 开始 , 然后 逐次 取 玉 的 子 集 合 52, 8,…,54…, 使 得 在 第 无 步 ， 
自己 到 8, 的 顶点 的 最 短路 径 均 为 已 知 。 

第 一 步 ， 确 定 一 个 距 v1 最 近 的 顶点 。 这 是 很 容易 做 到 的 , 因 
为 只 要 从 中 选择 一 个 顶点 22E51, 使 4[v1, ga] 一 gd[ou 部]， 按 式 
《5-4), 得 出 

dvr, Bl=mintiLo, 0]} 


然后 , 令 584 二 《91,02} 并 令 Pi 表示 自 v1 到 ?的 一 条 最 短路 径 。 一 
般 情况 下 , 如 果 集 合 5: 二 {v1，v2,…, 0} 及 其 相应 的 最 短路 径 P 
Po PP 都 已 经 确定 , 按 式 (5-4) 计 算 gd[el， 避 ] 是 选择 一 个 顶点 
ver1 E86, 使 得 Et1, zt 一 d[ob 已 ]。 按 式 (5-4), 对 基 一 个 jb 
有 d[91vet1]==Q[91,9] 十 9;,92y1]， 这 样 ,把 边 [9;, 9641] 加 到 了 Py 
就 获得 一 条 自 顶 点 91 到 顶点 wsi 的 最 短路 径 。 

下 述 的 标记 算法 过 程 是 以 上 述 思想 为 基础 的 。 起 点 v1 标 以 
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hw1) 二 0, 其 他 顶点 则 标 以 艳 2)=oo (或 一 个 是 够 大 的 数 )。 在 标 
记过 程 中 ,变更 各 顶点 的 标记 , 使 得 在 第 忆 步 ， 顶 点 v(vE8) 的 标 
记 为 忆 ?)=Q[v1,v], 且 顶点 名 的 标记 为 
MKw)=mintdv, v1+iLv, w]} 
其 中 wE3,。 ” 
标记 算法 如 下 : 
(8) 开始 时, 令 隐 员 ) 二 0， 对 2 天 员 ， 有 9) 二 oo; 太一 {9 而 
k=0 
全 ) 设 在 第 万 步 ,对 每 一 个 顶点 wE36, 把 h(w) 用 minth(w)， 
Ron 十 v5w)} 来 代 糯 。 计 算 min{h(w)}, 且 令 ve+i 表示 对 应 此 
极 小 值 的 顶点 。 “ 
令 Bon=SiU {veri} 
(e) 设 终点 为 9s, 则 =w 一 1 时 就 停止 ,车 <n 一 1, 以 有 十 1 
代替 及 回 到 (GD) 。 
当 此 算法 终止 时 ， 则 顶点 名 的 最 终 标记 (wp) 表示 自 v1 到 中 
的 最 短路 径 之 全 长 。 
以 图 5-6a 所 示 的 无 向 图 为 例子 ,具体 的 标记 过 程 如 下 : 


{a) (C8) 
图 5-6 最 短路 径 的 款 记 算 蒜 


27。 


(1) 开始 ,v1 标 为 0, 其 佘 均 为 cc。8Si= {91}。 

《2) 第 一 步 ,pz 标 为 1, bs 标 为 10, v6 标 为 6, vs 标 为 3。 大 2) 
为 最 小 , 故 选择 93。52 二 91, 22}。 

(3) 第 二 步 ,v4 标 为 11(= 刀 2) 十 10); 其 余 不 变 。h(8) 一 3 为 
最 小 , 故 选择 ve。Ss 二 v1, pa v8}。 

(4) 第 三 步 ，ve 改 为 5 o 标 为 11， 杂 标 为 9。 选 择 wo 
SB4 = {V1 ya Va, V6} 

(5) 第 四 步 , 07 标 为 8, 选择 917。55 二 《91,92, ys Ve, 27}。 

(6) 第 五 步 ，ps 改 为 9， 中 标 为 13，v1o 标 为 16。 选 择 ws。 
Se= (91 V2 08， Ye, V7 V3}o 

(9?) 第 大 步 , 共 改 为 10。 选 择 4。37= {91, Vz, V8， V8 97, Ys 
Wa}e 

(8) 第 七 步 ,gs 改 为 12, vio 改 为 15。 选 择 v6。 Ss={91, ga te， 
Wes V7 V9, V4 V5}o 

(9) 第 八 步 ,v10 改 为 14。 终 止 。 

最 终 所 得 的 各 顶点 的 标记 如 图 5-6a 所 示 。 故 得 自 w 到 pt 
的 最 短路 径 之 长 为 14。 

用 这 种 算法 ， 只 能 求 得 自 9, 到 各 共 余 顶点 的 最 短路 径 之 长 ， 
但 并 不 给 出 具体 的 最 短路 径 。 但 是 ， 不 难看 出 ， 整 个 过 程 其 实 就 
是 逐步 生成 一 个 以 w 为 根 ” 的 树 ( 见 图 5-60)。 凡 属于 这 个 树 的 
任 一 条 边 [9;,9;], 它 所 关联 的 两 个 顶点 的 标记 及 (i), h(j) 之 差 恰 
好 等 于 该 边 之 长 , 即 有 (7) 一 h(1) 一 2[i, 站 ;在 标记 过 程 中 , 依 逐 
次 所 选择 的 顶点 , 就 可 以 得 出 这 个 结果 。 按 照 此 原则 ， 不 难 把 这 
个 树 确定 下 来 , 从 而 可 以 得 出 自 w 至 所 有 其 他 顶点 之 最 短路 径 。 

从 原则 上 讲 , 这 个 算法 可 以 推广 到 有 向 图 ; 在 有 向 图 中 ， 一 条 
自 ?1 至 其 他 任何 顶点 的 最 短路 径 应 是 一 条 有 向 路 。 

最 短路 径 问 题 与 运输 网 络 的 极 大 流 问 题 有 着 密切 关系 ( 见 参 
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洪 书 3)。 


$5-6 通讯 网 络 

这 一 节 介绍 有 关 通 讯 网 络 的 一 些 初步 概念 。 用 一 个 无 向 图 的 
顶点 来 代表 收发 讯 终端 ， 若 两 个 终端 之 间 有 通讯 联系 ， 则 用 一 条 
边 联接 对 应 的 顶点 ， 通 道 容量 (传输 的 信息 量 ) 的 大 小 可 以 用 边 的 
加 权 来 描述 。 这 种 图 就 可 以 用 来 描述 一 个 通讯 网 络 。 这 样 ， 一 对 
终端 之 间 可 以 进行 传输 的 极 大 信息 景 ， 就 是 对 应 顶点 之 间 的 极 大 
流 值 (等于 相应 顶点 的 极 小 切割 容量 )。 为 了 描述 各 对 终端 之 间 
的 通讯 情况 , 可 以 定义 一 个 需求 秆 阵 民 全 [r,s]， 其 每 一 行 和 每 一 
列 都 分 别 对 应 图 的 一 个 顶点 ;对 于 i 二 jriy>0 是 顶点 v1 和 oj 之 
间 所 需求 的 流 值 ; 至 于 +4 则 可 以 任意 指定 ,一 般 可 令 其 为 一 个 很 
大 的 数值 或 2。 另 外 ， 还 可 以 定义 一 个 所 请 终端 容量 和 矩阵 TA 
[#iy], 其 每 一 行 和 每 一 列 同样 分 别 对 应 图 的 一 个 顶点 ;对 于 i 二 j 
二 将 是 分 离 顶点 i 和 j 的 极 小 切割 的 容量 ; 至 于 # 则 可 以 任 党 
指定 。 

给 定 一 个 描述 通讯 网 络 的 图 9G， 要 求 求 出 G 的 终端 容量 矩阵 
T， 这 属于 分 析 问 题 。 遂 讯 网 络 的 综合 问题 则 是 要 求 找 出 一 个 图 
G, 其 终端 容量 矩阵 T 等 于 给 定 的 需求 矩阵 R。 

要 求 出 图 G 的 终端 容量 和 矩阵， 是否 需 要 在 每 对 顶点 之 间 进行 
一 次 极 大 流 的 计算 ? 回答 是 不 必要 的 ， 事 实 上 对 一 个 具有 %* 个 顶 
点 的 图 , 只 需要 进行 求解 4 一 1 次 流 的 问题 就 够 了 。 有 兴趣 的 读者 
可 参阅 参考 书 3 及 7。 

综合 问题 则 必须 研究 终端 容量 矩阵 工 的 性 质 ， 或 者 说 ， 如 果 
存在 一 组 可 以 用 来 者 示 一 个 图 的 任意 两 个 顶点 之 间 的 极 大 流 的 
数 , 则 这 组 数 应 满足 怎样 的 必要 和 充分 条 件 。 

有 关 通 讯 网 络 的 另 一 类 问题 则 是 研究 所 谓 “ 脆 弱 性 ”(vulne- 
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Tability) 问 题 。 一 个 通讯 系统 受 攻击 后 能 否 继续 工作 , 其 经 承 破 
坏 的 能 力 就 是 所 谓 “ 腹 弱 性 "。 例 如 ， 图 5-7 

所 示 的 通讯 网 络 就 极 容易 遭受 破坏 ， 因 为 只 

要 把 中 间 的 那个 顶点 去 掉 ， 则 所 有 各 顶点 之 ve 

间 的 联系 都 将 中 断 。 这 里 所 谓 的 “破坏 "”， 可 

能 是 敌人 有 意识 的 破坏 ， 或 者 是 由 于 其 他 因 

素 所 造成 的 于 扰 ; 在 后 一 种 情况 下 则 涉及 到 医 5-7 易 受 破坏 的 网 络 
阅 络 的 可 苞 性 问题 。 

如 果 一 个 通讯 系统 用 一 个 图 G 来 描述 , 则 所 谓 得 受 破坏 , 可 能 
是 指 当 图 @ 的 某 些 顶点 或 边 ( 弧 ) 被 移 去 后 , G 被 分 为 两 个 部 分 ;或 
者 是 指 特定 的 两 个 顶点 集合 之 间 的 路 被 切断 , 等 等 。 

作为 一 个 简单 例子 , 考虑 图 5-8 所 示 的 图 Bt Ga、 Gs, Gs。 
是 一 个 树 , 只 要 移 去 一 个 顶点 或 一 条 边 ,就 能 切断 至 少 一 对 顶点 之 
间 的 路 。 对 @2 来 说 , 把 顶点 岂 移 去 则 可 达到 同样 目的 。 对 Ga 
和 G4 来 说 , 则 比较 不 易 遭 受 “ 破 坏 ”; .直观 上 ， 就 是 说 Cs 和 Gu 的 
“连通 度 "高 。 
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图 5-8 图 的 连通 性 
这 类 问题 涉及 到 以 前 讲 过 的 割 集 的 概念 ， 那 种 割 集 实际 上 是 
指 边 的 制 集 。 还 可 定义 另 二 种 所 谓 “ 顶 点 割 集 "; 对 一 个 无 向 的 连 
通 图 G 来 说 , 它 的 一 个 顶点 割 集 是 G 的 一 个 极 小 顶点 集合 , 当 被 移 
类 后 将 使 G 分 离 。 往 往 有 些 系统 易 遭 受 破坏 的 不 是 “ 边 " 而 是 “ 顶 
点 "例如 航空 系统 , 把 机 场 破坏 , 则 可 中 断 航行 ， 但 航道 的 封锁 或 
130 。 


破坏 则 比较 困难 。 所 以 研究 图 的 脆弱 性 时 ， 顶 点 制 集 的 概念 很 重 
要 。 因 此 , 想 要 研究 的 问题 将 是 : 如 果 要 切断 至 少 一 对 顶点 之 间 的 
路 , 必须 移 去 的 顶点 的 最 小 数目 是 多 大 。 另 外 一 方面 , 某 些 系统 的 
“顶点 "不 易 遭 受 破坏 , 但 其 * 边 " 则 易 爱 攻击 ; 研究 这 类 问题 时 就 涉 
及 到 “ 边 " 被 移 去 的 问题 。 上 述 这 些 问题 的 研究 都 与 图 的 连通 性 有 
着 密切 的 联系 。 

总 之 ,图 论 的 应 用 是 多 方面 的 ,本 书 所 介绍 的 只 是 一 个 侧面 。 
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